
 

 

( )1, 2,1A

 ذ الرقبة    3Vالجـداء السلمـي في 
  
I- الجداء السلمي  

  : أنشطــة
 .Oومرآزه   1طول حرفه  ξمكعبا في الفضاء  ABCDEFGH ليكن -1

EG  : أحسب الجداءات السلمية التالية EC⋅       ،DF DH⋅       ،DB AC⋅        ،DB EG⋅      ،OB HF⋅.  
  

                  B      A  
  C            D  

  
  
                   F      E  
            G          H  

2 2 2 2EG EC EG EH HG⋅ = = + =  
     2 1DF DH DH DF DH⋅ = ⋅ = =  

)      نلأ                 )0   DB AC DB AC⋅ = ⊥    

                      0DB EG DB AC⋅ = ⋅ =  

              1 
2

OB HF HB HF⋅ = ⋅  

                    
21

2
1

HF=

=
  

)م .م.منسوب إلى م ξالفضاء  -2 ), , ,O i j k. 

)أنشئ النقطة  )1, 2,1A.  
              z  
  

 
  
             1  
        

             y        2           1       O  
                        1      
  
                  x  
  : تذآيـر
  : بحيث P ثلاث نقط من المستوى A ،B ،C و  2Vمتجهتين من المستوى المتجهي  vو u نتإذا آا

v AC=       و  u AB=  
u               : فإن  v AB AC⋅ = ⋅  

    'AB AC= ⋅  
)على  Cهي المسقط العمودي للنقطة  C'  : بحيث )AB.       C  

        
  
  
               B         'C      A  

  



 

 

  : تعريـف
  : تعريف الجداء السلمي من المستوى إلى الفضاء وذلك آما يلي يمكن تحديد

vبحيث  ξأربع نقط من الفضاء  Dو A ،B ،Cو   3Vمتجهتين من  vو uإذا آانت  CD=   وu AB=   فإنه توجد نقطة  

vبحيث  Eوحيدة  AE=   . والجداء السلمي للمتجهتينu وv  هو العدد الحقيقيu v⋅  بحيث :  
'u v AB CD AB AE AB AE⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅  

)على   Eهو المسقط العمودي للنقطة  E'بحيث  )AB.  
  
              D  
                    C  
  

         E      
  

                      
               B          'E                  A    
  

  : الصيغة التحليلية للجداء السلمي
3V   ،0uمتجهتين من  vو uلتكن  0vو        ≠ ≠.  

  A ،B وC   ثلاث نقط منξ حيث :   u AB=        وv AC=  

⎡BACˆقياسا للزاوية  θوليكن  ⎤
⎣ ⎦.  

                      C  
                      

               
                   θ  

           B         'C    u                A  
  

u v AB AC⋅ = ⋅  
 'AB AC= ⋅  

0    : 1الحالة
2
πθ≤ ≤  

'cos AC
AC

θ =  

'  : إذن     cosAC AC θ= ⋅  
u'  : ومنه        v AB AC⋅ = ⋅  

      cosu v AB AC θ⋅ = ⋅ ⋅  
    أو  

      cosu v u v θ⋅ = ⋅ ⋅  
  

      : 2الحالة
2
π θ π≤ ≤  

'u v AB AC⋅ = − ⋅  

( ) 'cos AC
AC

π θ− =  

)                              : إذن   )' cosAC AC π θ= −  

)       : إذن   )cosu v AB AC π θ⋅ = − ⋅ ⋅ −  
            cosu v AB AC θ⋅ = ⋅ ⋅  



 

 

              cosu v θ= ⋅ ⋅  
  
  
  : ةــخاصي

  3Vمتجهتين من الفضاء المتجهي  vو uإذا آانت       

u  : بحيث ξثلاث نقط من الفضاء   Cو A ،Bو       AB=  

v و       AC=    وθ  قياس الزاوية   ˆBAC⎡ ⎤
⎣ ⎦.  

cosu             : فإن       v AB AC θ⋅ = ⋅ ⋅      
  
  

  : لجداء السلميخاصيات ا
  
  : تعامد متجهتين -1

  : خاصية
  .3Vمتجهتين من  vو uلتكن       

0v 0uأو     = uأو      = v⊥    ⇔    0u v⋅ =  
  
  

  : منظم متجهة -2
  .3Vمتجهة من  u لتكن

2uهو العدد الحقيقي الموجب  uمنظم المتجهة  u=    )2u  هو المربع السلمي للمتجهةu .(  
  
 : ساس والمعلم المتعامدانالأ -3

  .غير مستوائية 3Vثلاث متجهات من  kو jو i لتكن

)نقول أن  ), ,i j k  3أساس متعامد فيV.  

)فإن الأساس واحدية   kو jو iمتعامدة مثنى مثنى،  وإذا آانت المتجهات  kو jو iآانت المتجهات  إذا ), ,i j k  متعامد

  .وممنظم
( ), ,i j k أساس متعامد وممنظم  

  

1-    1i j k= = =  

2-    j k⊥       وi k⊥       وi j⊥  

)  ونقول أن المعلم ), , ,O i j k  متعامد وممنظم،  إذا وفقط إذا آان الأساس( ), ,i j k متعامد وممنظم.  

  
  : الصيغة التحليلية للجداء السلمي لمتجهتين في الفضاء

)موزد  بالأساس المتعامد والممنظم  3Vالفضاء المتجهي  ), ,i j k.  

  : نعتبر المتجهتين
u xi yj zk= + +  

' ' 'v x i y j z k= + +  

( )( )' ' 'u v xi yj zk x i y j z k⋅ = + + + +  

 ' ' 'xx yy zz= + +  
 
  



 

 

  : خاصيــة
  .3Vمتجهتين من  vو uلتكن 
)    : حيث )', ', 'v x y z    و  ( ), ,u x y z  
'      : لدينا ' 'u v xx yy zz⋅ = + +  

  
  

  : خاصيــة
)لتكن  ), ,x y z     و( )', ', 'x y z  هما مثلوثي إحداثيات المتجهتانu وv  بالنسبة للأساس المتعامد          

)والممنظم  ), ,i j k.  

' ' ' 0xx yy zz+ + =  ⇔      u v⊥  
  

  : ملاحظـة
)    : إذا آانت  -1 ), ,u x y z  

2    : فإن 2 2u x y z= + +  

)    : إذا آانت  -2 ), ,A A AA x y z      و  ( ), ,B B BB x y z  

)    : فإن ) ( ) ( )2 2 2
B A B A B AAB x x y y z z= − + − + −  

  
  

II - تطبيقات الجداء السلمي : 
  : 1تطبيـق 

)ليكن  )D  المستقيم المار من النقطةA حيث :    OA i j= +  
  : متجهة موجهة له حيث uو

u i j k= − +  
)اعط تمثيلا بارامتريا للمستقيم  -1 )D.  

)اعط معادلة ديكارتية للمستوى   -2 )P  المار منO والذي يحقق :  ( ) ( )D P⊥ 

)استنتج تمثيلا بارامتريا للمستوى  -3 )P. 
  

  : الجواب
  : الحالة العامة -1

M/         : لدينا D t AM tu∈ ⇔ ∃ ∈ =  

t ∈                 
A

A

A

x x ta
y y tb

tcz z

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇔ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

  

t ∈             
A

A

A

x x ta
y y tb
z z tc

= +⎧
⎪⇔ = +⎨
⎪ = +⎩

  

  
  : الحالة الخاصة

t ∈    
1

 :   1
x t

D y t
z t

= +⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

  

  



 

 

2-        ( )     M P OM u∈ ⇔ ⊥ 
         0x y z⇔ − + =  

)    : ومنه معادلة )  :   0P x y z− + =  
  

0x        : لدينا -3 y z− + = 
x              : إذن y z= −  
y              : نضع α=         وz β=  

)    : إذن ) 2 /   ,
x
y
z

α β
α α β
β

= −⎧
⎪ = ∈⎨
⎪ =⎩

  

)وهذا تمثيل بارامتري للمستوى  )P.  
  

  : 2تطبيـق 
  .طة ومتجهة منظميةتحديد مستوى بنق

u   : بحيث.  ξمن الفضاء  Mحدد مجموعة النقط  AM k⋅   : في الحالات التالية    =
a-   0k =       ،  ( )1,1,1A    و  ( )1, 2, 1u −.  

)    : لدينا )1, 1, 1AM x y z− − −  

)      : و )1, 2, 1u −  

0u      : و AM⋅ =  
)    : إذن ) ( ) ( )1 1 2 1 1 1 0x y z− + − − − =  

0AM  : من الفضاء بحيث Mمجموعة النقط   : إذن u⋅ 2  : المعادلة هي المستوى ذو = 2 0x y z+ − − =  
  
b-   2k =    ،  ( )1,0,1A     ,     ( )1,1, 2u  

)    : لدينا )1, , 1AM x y z− −  

2AM      : و u⋅ =  
( ) ( )1 1 2 1 2x y z− + + − =  

2 5 0x y+ + − =  
  

  : خاصيــة
)إذا آانت   ), ,n a b c    حيث( ) ( ), , 0,0,0a b c )منظمية على المستوى   ≠ )P فإن  ،     

  0ax by cz d+ + + )معادلة ديكارتية للمستوى    = )P   حيثd ∈. 

)إذا آانت معادلة   )P 0   تكتب على شكلax by cz+ + = 

)فإن المتجهة  ), ,u a b c   منظمية على( )P.  
  
                   ( ), ,u a b c  

     ( )P  
                

  
            ( )0ax by cz d+ + + =  

  
  
 



 

 

  : 3تطبيـق 
)المنسوب إلى م م م  ξنعتبر في الفضاء  ), , ,O i j k  المستوى( )P الذي معادلته هي :  ( )3 2 4 0P x y z− + − =  

)والنقطة   )0, 2,1A )من  − )P.  

)حدد تمثيلا بارامتريا للمستقيم  -1 )D  الذي يمر منA  ويقبل( )1, 1, 2u −  .متجهة موجهة له −

)  : تحقق أن ) ( )D P⊂    

2- H وK   411,0هما المسقطان العموديان على التوالي للنقطة,
2

B −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)على    )P و( )D. 

 .Kو Hحدد إحداثيات آل من 
u  أحسب الجداء السلمي  -3 KH⋅    واستنتج أن المستقيم( )D  عمودي على المستوى( )BKH. 

  : الجواب

1-       :   2
1 2

x t
D y t

z t

=⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = −⎩

  

)  : لنتحقق أن ) ( )D P⊂  

( ) ( )3 2 2 1 2 4 3 2 2 4 4t t t t t t− − + − − = + + + − −  
     0=  

)    : إذن ) ( )D P⊂  
  
)      : لدينا -2 ) ( )H P∈ ∆ ∩ 

)  : حيث )والعمودي على  Bهو المستقيم المار من  ∆( )P.  

)    : ولدينا )
1 3

  :   /   
41 2
2

x t
y t t

z t

⎧
⎪ = +
⎪

∆ = − ∈⎨
⎪ −⎪ = +
⎩

  

)      : و )  :   3 2 4 0P x y z− + − =  

)    : إذن ) ( ) 413 1 3 2 2 4 0
2

t t t−⎛ ⎞+ − − + + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

3 9 41 4 4 0t t t+ + − + − =  
14 42t =  

  3t =  

,2910          : ومنه 3,
2

H −⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

u  : لنحسب -3 KH⋅ 
)      : لدينا )1, 1, 2u − −  

      33,6,
2

KH −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

3      : إذن 6 3 0u KH⋅ = − + =  
BK        : وبما أن u⊥  

KH          : و u⊥  
)            : فإن ) ( )  D BKH⊥  

  



 

 

  : خاصية وتذآير
  

)متجهة موجهة للمستقيم  nلتكن      )D   .وu وv   متجهتان موجهتان للمستوى( )P.  

)يكون   ) ( )D P⊥  إذا وفقط إذا آان u n⊥        وv n⊥. 

)يكون   ) ( )D P⊥  إذا وفقط إذا آانتn  منظمية على( )P.  

  .تعامد مستويين  : 4تطبيـق 
)للمستوى  ديكارتية أعط معادلة  1 )P ين المار من النقطت( )1, 2,0A )و  − )3,1, 2B )وعمودي على  − )Q  المستوى

3ذوالمعادلة    7 2 0x y z− + =.  
)        : لدينا )4, 1, 2AB − −  

             ( )3, 7, 2n −  

( ) ( ) det , , 0M P AM n AB∈ ⇔ =  

      
1        3 4
2      -7       -1   =  0

             2 -2

x
y
z

+
⇔ −  

  : 1ط

    ( ) ( )
7 1 3 4 3 4

1   2     0
2 2 2 2 7 1

x y z
− −

+ − − + =
− − − −

  

( ) ( )16 1 14 2 25 0x y z+ + − + =  
16 14 25 12 0x y z+ + − =  

  
  : 2ط

    
1           3          4

 2      7       1
                2       2

x
y
z

+

⇔ − − −
−

1           3
  2      7

               2

x
y
z

+
− −  

  ( ) ( ) ( ) ( )14 1 3 8 2 28 2 1 6 2 0x z y z x y+ − + − + + + + − =  
16 14 25 12 0x y z+ + − =  

  
)أدرس تعامد المستويين   2 )P  و( )Q في الحالتين التاليتين :  

a-     ( ) : 2 5 0P x y z− − =  

  ( ) : 2 3 0Q x z+ − =  
  

)  : لدينا )1 2, 5, 1n − )منظمية على   − )P.  

)  : ولدينا )2 1,0, 2n   منظمية على( )Q.  
1      : و 2 2 2 0n n⋅ = − =  

)       : إذن ) ( )P Q⊥  
  

b-     ( ) : 3 2 5 0P x y z− − − =  

    ( ) : 4 3 2 0Q x y z+ − + =  
  

)    : لدينا ) ( ) ( )3 1 1 4 2 3 3 4 6× + − × + − × − = − +  



 

 

         5 0= ≠  
)  : ومنه )P   و( )Q غير متعامدان.  

  
  : خلاصـة

  
)المستويين   يكون )0P ax by cz d+ + + )و    = )' ' ' ' 0Q a x b y c z d+ + + =    

    : متعامدين إذا وفقط إذا آان
' ' ' 0aa bb cc+ + =  

 
  .قيمينتعامد مست  : 5تطبيـق 

)يمين أدرس تعامد المستق )D و(   : في الحالات التالية ∆(

a-       ( ),D A u   

)      : حيث )0,1, 1A −  

( )1,1,1u  

)      : و )  2   /  
1

x t
y t t
z t

=⎧
⎪∆ = = − ∈⎨
⎪ = +⎩

  

)    : لدينا )1,1,1u جهة لــ مو( )D.  

)  : و )1, 2,1v )موجهة لــ  − )∆.  
1 2 1 0u v⋅ = − + =  

)    : ومنه ) ( )D∆ ⊥  
  

b-   ( ) ( ),D A AB=   حيث   ( )0,1, 1A )و       − )1,0,1B.  

)و  v    : يمر من أصل المعلم ومتجهته الموجهة هي ∆( i j= +  

)      : لدينا )1, 1,2AB −  

)    و )1,1,0v  

1      : إذن 1 0 0AB v⋅ = − + =   
)      : ومنه ) ( )D ⊥ ∆  

  : خلاصـة
)يكون المستقيمين   ),D A u       و( ),B v∆   متعامدين  
0u  : إذا وفقط إذا آان v⋅ =  

  
  .مسافة نقطة عن مستوى  : 6تطبيـق 

)ليكن  )P  مستوى وn   ، و متجهة منظمية عليهM  نقطة من الفضاءξ.  

)من  Bبين أن لكل -1 )P  :  AB n AH n⋅ = ⋅ 

)على  Aهي المسقط العمودي للنقطة  H : حيث )P.  

( )AB n AH HB n⋅ = + ⋅  

 AH n= ⋅  

( )HB n⊥  

  



 

 

    : بين أن -2
AB n

AH
n

⋅
= 

AB        : لدينا n AH n⋅ = ⋅  
            AH n AB n± ⋅ = ⋅  

AH        : إذن n AB n⋅ = ⋅  

        : إذن
AB n

AH
n

⋅
=  

)  لتكن  -3 )1 0x y z+ + + )معادلة ديكارتية للمستوى  = )P   و( )1,0,1A  نقطة منξ. 

)عن المستوى  Aأحسب مسافة  - )P.   ( )( ),d A P 

)      : لدينا ) ( )1,1, 3B P− ∈  

)      : إذن )( ),d A P AH=  

)على  Aهو المسقط العمودي للنقطة  H  : حيث )P.  

          
AB n

AH
n

⋅
=  

          ( )0,1, 4AB −  

             ( )1,1,1n   

      : إذن
( ) ( ) ( )0 1 1 1 4 1

1 1 1
AH

× + × + − ×
=

+ +
  

            3 3
3

= =    

)لتكن   -4 ), ,n a b c   منظمية على( )P.  

)    : و )0ax by cz d+ + + )معادلة ديكارتية للمستوى   = )P. 

)    : و ), ,A A AA x y z   نقطة من الفضاءξ.  

)      : لدينا )( ) ( ), / , ,B B B

AB n
d A P B x y z

n

⋅
=  

    ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

, B A B A B Aa x x b y y c z z
d A P

a b c

− + − + −
=

+ +
  

          
2 2 2

A A Aax by cz d

a b c

− − − −
=

+ +
  

            
2 2 2

A A Aax by cz d

a b c

+ + +
=

+ +
  

  : خلاصـة وخاصية
  

)  : ليكن ) : 0P ax by cz d+ + + =  

)  : و ), ,A A AA x y z   نقطة منξ .  

( )( )
2 2 2

, A A Aax by cz d
d A P

a b c

+ + +
=

+ +
  


