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  :التمرين الأول

)معلم متعامد ممنظم ومباشرنعتبر في الفضاء المنسوب إلى  ),, ,O i j kالنقط ،( )2,2,8A )و  − )6,6,0B  و( )2, 1,0C و  −

( )0,1, 1D )و − )S مجموعة النقطM  من الفضاء التي تحقق. 0    MA MB =.  

: لدينا . 1
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  إذن مثلوث إحداثيات . 

OCالمتجهة     OD∧  هو( )1,2,2.  

)لتكن     ), ,M x y z  لدينا . نقطة من الفضاء:OC OD∧ متجهة منظمية على المستوى( )OCD . إذن:  
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2وبالتالي فإن     2 0x y z+ + )هي معادلة ديكارتية للمستوى = )OCD.   

)لتكن. 2 ), ,M x y z  لدينا . نقطة من الفضاء:  
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)وبالتالي فإن    )S  فلكة مرآزها( )2,4,4Ω  36وشعاعها 6R = =.  

)مسافة النقطة - أ. 3 )2,4,4Ω عن المستوى( )OCD  هي:( )( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 4 2 4 18, 631 2 2
d OCD R

+ × + ×
Ω = = = =

+ +
 .  

)بما أن - ب   )( ),d OCD RΩ )، فإن المستوى = )OCD مماس للفلكة( )S.  

): لدينا   -جـ   ) ( ) ( )
-2 6
2 . 6 2 6 2 6 8 0 12 12 0
8 0

  OA OB
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − × + × + × = − + =.  

. :بما أن          12 12 0 OA OB = − + ): ، فإن  = )O S∈ .  ولدينا :( )O OCD∈ .  

)المستوى وبما أن         )OCD مماس للفلكة( )Sفإن ،O هي نقطة تماس الفلكة( )S والمستوى( )OCD.  
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 :التمرين الثاني

,نعتبر، في المستوى العقدي المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ومباشر                         ,O u v⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

التي ألحاقها  Cو Bو Aالنقط 

2  :على التوالي هي  2a i= 3  و    − 1
2 2b i= − )  و   + )1 3 1 3c i= − + +.  

42: لدينا . 1 22 2 2 2 2 2,2 2 4 2 2 i
a i i e
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 : لدينا  و    
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5وزاويته  Oالذي مرآزه النقطة Rنعتبر الدوران. 2
6
π.  

zمن المستوى العقدي و Mلحق نقطة zليكن -أ    Mلحق النقطة ′   :لدينا . Rبالدوران Mصورة ′

( )
5
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π

= ⇔ = ⇔′ ′ =′.  

Cلتكن  -ب  c، لحقها Rبالدوران A، صورة النقطة ′   : لدينا .  ′
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  .Rبالدوران Aهي صورة النقطة Cالنقطةإذن      
c :، لدينا )  - ب.2( حسب السؤال . 3 ba=  . إذن :  
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  :، نستنتج أن . 1وحسب السؤال     

( ) ( )
5

4 6
7
12

arg arg arg 2

2

2

c a b
π π

π

π

π

π

⎛ ⎞ ⎡ ⎤
⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

+

≡ +

≡ −

≡

  

  :التمرين الثالث 
  .  ) لا يمكن التمييز بين الكرات باللمس( آرات حمراء  5آرات سوداء و  4آرات بيضاء و  3يحتوي صندوق على                         

  .في حالة فرضية تساوي الاحتمال) التأليفات ( السحب الآني  وهذا يدل على. ثلاث آرات من الصندوق تآنيا نسحب عشوائيا و

  
     »الحصول على ثلاث آرات من نفس اللون « : A:   نعتبر الحدثين التاليين . 1

 
   » الحصول على ثلاث آرات مختلفة اللون مثنى مثنى « : Bو                                      
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)   : هو  Aاحتمال الحدث    )
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)    :هو  Bاحتمال الحدث    )
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  .المتغير العشوائي الذي يربط آل سحبة لثلاث آرات بعدد الألوان التي تحملها Xليكن. 2
): ولدينا .  3و  2و  1: هي  Xالقيم التي يأخذها المتغير العشوائي - أ     ) { }1,2,3X Ω =.  

): لدينا  - ب   ) ( ) 31 44p X p A= = )  و    = ) ( ) 33 11p X p B= = =    
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  : Xقانون احتمال المتغير العشوائي        

                                                
  :   Xالأمل الرياضي للمتغير العشوائي     
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  :التمرين الرابع 

    : نضع                       
1

2 3  xI dxx
−

−
=
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2
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  :التمرين الخامـــس 

): بحيث  xللمتغير الحقيقي fلتكن الدالة العددية                                   ) ( )2ln 2 2x xf x e e= −  C، و ليكن +

)في معلم متعامد ممنظم  fالمنحنى الممثل للدالة ), ,O i j.  

I .1 . ليكنx   :لدينا . ∋

     ( )22 22 2 2 1 1 1 1x x x x xe e e e e− + = − + + = − +. 

) :بما أن     : f حيز تعریف الدالة  )22 2 2 1 1 0:    x x xe e ex − + = − + >∀ :، فإن   ∋

{ }  /  2 2  0    x x
f x e e= ∈ − + > =D. 

2: ، لدينا  من   xلكل  2 2 22 2 0 0 1 0
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e ee e
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2 2: 1 0  xx
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  :لدينا . 2  

       ( ) ( )2lim lim 2ln 1 1x
x x

f x e
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x x

f x e
→−∞ →−∞
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x
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، ومنه نستنتج أن =

ln: معادلته  ∞−يقبل مقاربا أفقيا بجوار Cالمنحنى 4y =. 
xليكن - أ. 3        : لدينا . ∋
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): ولدينا            ) ( )
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xليكن -ب      11: لدينا . ∋
1

x
x

x
ee
e
−− =
+

1xeإذن إشارة.  1xeهي إشارة  على −   : ولدينا  .−

         0 1 1 0x xx e e≥ ⇒ ≥ ⇒ − 0و    ≤ 1 1 0x xx e e≤ ⇒ ≤ ⇒ −   :ومنه نستنتج أن .    ≥
0, : 1 0 xx e⎡ ⎡
⎣ ⎣∀ ∈ +∞ − 0,و      ≤ : 1 0  xx e⎤ ⎤

⎦ ⎦∀ ∈ −∞ − ≤.  
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)بما أن           ) ( )
( )2

2 1

1 1
 :  

x x

x

e e

e
x f x

−

− +
∀ ∈ )، فإن إشارة  ′= )f x′ 1على هي إشارةxe −  .  

): وعليه فإن           )0, : 0 x f x⎡ ⎡
⎣ ⎣∀ ∈ +∞ )و    ′≤ ),0 : 0 x f x⎤ ⎤

⎦ ⎦∀ ∈ −∞ ≤′ .  

⎡,0تزايدية على المجال f :إذن           ⎡
⎣ ⎤0,وتناقصية على المجال  ∞+⎣ ⎤

⎦ ⎦−∞ .  

  : fجدول تغيرات الدالة         

                         
xليكن -أ.  4      :لدينا . ∋

               ( ) ( ) ( )2 2 2 22ln 2 2 2ln 1 2ln 2ln 1x x x x
x xx xf x e e e ee ee e

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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                                                                                                         ( ) 2 22 2ln 1 xxf x ee
x ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + − +  

): بما أن  -ب       )lim lim 2 22 2ln 01
x x xxf x ee

x
→+∞ →+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− = − + )، فإن المستقيم = )D  2الذي معادلتهy x=   

  .∞+بجوار Cمقارب للمنحنى           

xليكن  -أ. 5   ) :لدينا . ∋ )( )1 2 2 2 3 2x x x x x x xe e e e e e e− − = − − + = − +.  

x ليكن  -ب     42 :لدينا .  ∋
2

x
x

x
ee
e
−− =
+

2xeإذن إشارة.   4xeهي إشارة  على  − −  .  

4:  ولدينا             0 4 ln 4   x xe e x− = ⇔ = ⇔   : ومنه فإن . =
  

 
  
1xeونعلم إشارة              :إذن .  )- ب. 3(  حسب السؤال على −
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ln,0من المجال  xحسب السؤال أعلاه ، لكل   -جـ      4⎡ ⎤
⎣   :  لدينا ،  ⎦

             1 2 0 2 2 0 2 2x x x x x x x xe e e e e e e e⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

− − ≤ ⇒ − − + ≤ ⇒ − + ≤  

ln,0من المجال  xحسب السؤال أعلاه ، لكل   -د      4⎡ ⎤
⎣   :  لدينا ،  ⎦

  

( ) ( ) ( ) 1ln 2 2 ln 2 2 22 2 lnx x x xx x x xe e e e xe e e e⇒ − + ⇒ − +− + ≤ ≤ ≤  

                                        ( ) ( )2ln 2 2   x xe e x xx f⇒ − + ≤⇒≤  

): إذن            )0,ln 4 :  x f x x⎡ ⎤
⎣ ⎦∀ ∈ ≤.  

 : Cإنشاء المنحنى. 6  

       
  
II .نعتبر المتتالية العددية( )n nu

∈
  :   المعرفة بما يلي  

( )
0

1

1
 ;nn

u
u f u n+

⎧⎪
⎨
⎪⎩

=
= ∈

  

  
  :لدينا . 1  

0nمن أجل   =  ،0 1u 00: إذن .  = ln 4u≤ ≤. 

0: نعترض أن . ∋nليكن   ln 4nu≤ 10: ، ونبين أن  ≥ ln 4nu +≤ ≤. 

ln,0 تزايدية على المجال fنعلم أن  4⎡ ⎤
⎣   : إذن . ⎦

             ( ) ( ) ( ) 10 ln 4  0 ln 4   0 ln 4n n nu f f u f u +≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤.  

:: وبالتالي فإن   0 ln 4     nn u∀ ∈ ≤ ≤. 
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): نعلم أن . 2   )0,ln 4 :  x f x x⎡ ⎤
⎣ ⎦∀ ∈ : :، وأن  ≥ 0 ln 4      nn u∀ ∈ ≤ ≤ .  

):  إذن        ) :    n nfn u u≤∀ :  1: أي . ∋    nnn u u+ ≤∀ ∈.  

)وبالتالي فإن       )n nu
∈

  .متتالية تناقصية  

) :لدينا . 3   )n nu
∈

): إذن .  0متتالية تناقصية ومصغورة بالعدد  )n nu
∈

  .متتالية متقاربة 

  : وبما أن       
 f  0متصلة على المجال,ln 4⎡ ⎤

⎣ ⎦. 

 f  0متصلة  وتزايدية قطعا على المجال,ln 4⎡ ⎤
⎣ ⎦ . 

):       إذن   ) ( ) ( )0,ln 4 0 , ln 4 0,ln 4f f f⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

= =. 

 0  1  0,ln 4u ⎡ ⎤
⎣ ⎦= ∈. 

 ( )n nu
∈

lمتتالية متقاربة نهايتها   ∈. 

):      تحقق الشرطان التاليان  lفإن النهاية           )f l l=        0و,ln 4l ⎡ ⎤
⎣ ⎦∈.  

  :ولدينا          
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3 2 0

1 2 0
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  أو  
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l l
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⎜ ⎟
⎝ ⎠
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): وبما أن          )n nu

∈
:0: متتالية تناقصية ، فإن     1 nn u u∀ ∈ ≤ 1l  : إذن . = 0l  : ومنه  فإن . ≥ =  

  

lim                                                       :خلاصة          0nn u→+∞ =  

  
    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 


