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    ذ الرقبة   شتـقـــــــــاقالا
I- الاشتقـاق في نقطــة : 

  : ـةـأنشط

 :   في الحالات التالية0x في f حدد العدد المشتق للدالة -1

a-  ( ) 2

1xf =0 1x     
x

=  

)         : لدينا ) ( ) 2

1 1

1  1  1
m    lim  

  1   1x x

f x f x
x x→ →

−
li

−
=

− −

( )

  

         
2

21

1   lim  
1x

x
x x→

−
=  

−

( )(     )
( )21

1 1
 lim  

1x

x x
x x→

− +
=

−
  

     ( )x
21

 1
 lim  

x

−
x→

+
=

 2

  

   = −  

0 في  f العدد المشتق للدالة إذن 1x    .−2   هـو  =
)  ونكتب  )' 1 2f = −

)
  

b-(    f x x=0 2x     =  

2 2

  2 1lim    lim  
  2  2x x

x
x x→ →

−
=

− +
  

     1 
2 2

=  

)  : إذن ) f  1    و2 قابلة للاشتقاق في' 2
2 2

f =  

          

 :  في الحالات التالية 0x في fأدرس قابلية اشتقاق  -2

a-  ( ) 2 3 2x x= − +0 1x f x    =  

)     : لدينا )
2

2

3 2          1   2
  

3 2             1 2
x x x أو x

f x
x x x

⎧ − +⎪= ⎨
− + − ≤ ≤⎪⎩

≺ ;

( ) )       : لدينا ) 2

1 1
1 1

  1 3 2m    lim  
  1   1x x

x x

f x f x x
x x→ →

− −li + −
=

− −≺ ;

  

       ( )( )
1

1

1 2
 lim  

  1x
x

x x
x→

− − −
=

−;

  

      ( )
1

1

lim  2
x
x

x
→

= − −
;
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1   =  
)    : ونكتب )' 1 1df =

( ) )      : ولدينا ) 2

1 1
1 1

  1 3 2m    lim  
  1   1x x

x x

f x f x x
x x→ →

− −li +
=

− −≺ ≺

1
1

lim  2    1
x
x

x
→

  

        = − = −
≺

  

)   : ومنه )' 1 1gf = −

  : ن

  

)بما أ ) ( )' 1     ' 1d gf f≠  

   .1 غير قابلة للاشتقاق في f  : فإن
  

b-   ( )
tan    ;     0  

2  
sin    ;      0

2

x x

x x

π

f x
π

⎧
⎪⎪= ⎨ −⎪ ≤
⎪⎩

≺ ≺

≺
0 0x     =  

)       : لدينا ) ( )
0 0

  0 tan  lim    lim    1
x x

f x f x
x x+ +→ →

−
  = =

( ) ( )
0 0

  0 sin  lim    lim    1
x x

f x f x
x x− −→ →

−
= =  

)    : إذن ) ( )0     ' 0   1f'd gf = =    

0 قابلة للاشتقاق في  f  : نإذ 0x =  

)    و )' 0 1f =

)

.  

c-  (       ;     1   
1   ;      1

x x
x x

⎧ ≥⎪= ⎨
+⎪⎩ ≺0 0x f x    =  

)          li          : لدينا )
1 1

1 1

m    lim  1  2
x x
x x

f x x
→ →

= + =
≺ ≺

( )            
1 1

1

m    lim    1
x x
x

f x x
+→ →

= =
;

li  

   .1 غير متصلة في  f   : إذن

   .1 غير قابلة للاشتقاق في  f : ومنه

( )A حدد معادلة المماس للمنحنى -3  للدالةالممثل ff  ظم في النقطة  ذات    في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممن

 .0xالأفصول 

a-  ( )  3 1x= +0 0x f x  =  

)   : لدينا )0 1f =

( )
  

)        : و ) 3

0 0

  0 1  1m    lim  
x x

f x f x
x x→ →

− +li −
=  
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( )

3

0 3

1 1 lim  
1  1x

x

x x→

+ −
=

+ +
  

        
( )

2

0 3
 lim  

1  1x

x

x→ + +
=  

          ( )0  ' 0f= =  

)وبما أن  معادلة المماس لــ  )A  هـي0 في   :  f

( ) ( ) ( ) ' 0 0   0y f x f= − +

 1y

  

  :   هــي0فإن معادلة المماس في  
=  

b-(    )f 3x x=0 1x     =  

)     : لدينا )1 1f =

 ( ) ( )         : لدينا
3

1 1

  1  1m    lim  
  1  1x x

f x f xli
x x→ →

− −
=

− −
  

      
( )( )

3

1 3 23 3

  1 lim  
1     x

x

x x x→

−

− + + 1
=  

 
3 21 3

1 1lim   
3    1x x x→

 = =
+ +

( )

  

'1    : إذن 1
3

f =  

  : ومنه معادلة المماس هــي

( )1  1  
3

y x  1= − +  

       1 2    
3 3

y x= +  

  : ةــخلاص

 : الاشتقاق في نقطة -1

D0 لتكن   ،  fx  دالة عددية حيز تعريفهاf يحتوي على مجال مفتوح مرآزه 
    :  إذا وفقط إذا آان0x قابلة للاشتقاق في f : نقول أن

      ( ) ( )   
0

0

0

  
lim       

  x x

f x f x
l

x x→

−
= ∈

−
\  

)    : ونكتب )f 0' x l=  

)العدد   )0'f x للدالة العدد المشتق  يسمى f  0 فيx.  
  

  : الاشتقاق على اليمين -2

] يحتوي على مجال مفتوح دالة عددية حيز تعريفها f لتكن [0 0 ,  x x0α α  حيث  +  .;
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f  0نقول أن  قابلة للاشتقاق فيxعلى اليمين إذا وفقط إذا آان  :    
)  : ونكتب )0'df x l=

( )0'd

  

fالعدد  x للدالة  العدد المشتق على اليمين  يسمى f 0 فيx.  
  

 : الاشتقاق على اليسار -3

[ لتكن ] f 0 يحتوي على مجال مفتوح دالة عددية حيز تعريفها 0,  x xα−.  
  :  على اليسار إذا وفقط إذا آان0x قابلة للاشتقاق في fنقول أن 

( ) ( )
0

0

0

0

  
lim       

  x x
x x

f x f x
l

x x→

−
= ∈

−
;

\

  

  

): ونكتب )0'gf x l=

)د   )0'g

   

fالعد x للدالة ق على اليسار  العدد المشت  يسمىf 0 فيx.  
  

  : اصيــةخ

          0xفي  وقابلة للاشتقاق   على اليمين 0x قابلة للاشتقاق في f إذا وفقط إذا آانت 0x قابلة للاشتقاق في fتكون 
)   و    على اليسار  ) (  )0 0'     'd gf x f x=

 

  
      

 : التأويل الهندسي -4

)ليكن )fم.م. المنسوب إلى مي المستوى  ف            Aالمنحنى الممثل للدالة  P fy  

)و   ))0 0 ,  (0M x f.                    ( ),M xx y

( )Δ

( )0

  
 

                             

                           f x  
                  

          x                  0x  

)    : لدينا ) ( )0

0

f x f x
x x
−
−

)    هو ميل المستقيم   )0MM.  

  .0M مــن Mعندما تقترب 

) المفإن ) 0Mستقيم  M يقترب من ( )Δ.  

)  ميل المستقيم : إذن )Δ هـو  

          ( ) ( ) ( )
0

0
0

0

lim    '
x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−

( )Δ

  

ة   :  تكون على شكل  معادل: إذن

( )0 '   f x xy p= +          

)           : ن أوبما )( ) ( )0 0 0 ,    M x f x ∈ Δ  

)      : فإن ) ( )0 0 0'    f x f x x p= +  
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( ) ( 0(      : إذن 0    ' 0p f x f x= − x  

)   : ومنه ) ( ) ( )0 0 0 0  '     'y f x x f x f x x= + −  

       : أو
        ( )( ) ( )0 0 0  '   y f x x x f x= − +  

  
)وهذه هي معادلة المماس لــ  )fAفي   ( ( ))0 0 0 ,  M x f x.  

  : ةــنصف مماس لمنحنى دال

 .  على اليمين 0x  قابلة للاشتقاق في f إذا آانت -1

( )A0 fفإن معادلة نصف المماس لــ     : لى اليمين هي عx في 

( )( ) ( )0 0 0

0

  '   
                    

dy f x x x f x
x x

= − +⎧

≥⎪⎩

⎪
⎨  

 . على اليسار0x قابلة للاشتقاق في f آانت إذا -2

( ) A0فإن معادلة نصف المماس لــ  في   fxعلى اليسار هي  :  

          
( )( ) ( )0 0 0

0

  '   

                    
gy f x x x f x

x x

= − +⎧

≤⎪⎩

⎪
⎨  

  : ةـــأمثل

1-  (( )0 1x f )0  و = 2x'df =      
    

                                y

( )0

                
 

                          2   

                       f     x  
                1         

                 x           0x  

2-  ( )0' 2df x = −  

( )0
3'
2gf x =  

( )0' 2gf x = −  

( ) ( )0 0' 1 ;    ' 1g df x f x= − =  

( )'df( 0x = 2    )0' 1gf x = −  

  
  
  
  

        
                   0M
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  بــنصف مماس مواز لمحور الأراتي

)      : إذا آانت ) ( )
0

0

0

lim   
x x

f x f x
x x+→

−
 = ±∞

−

  

  

)     : أو ) ( )
0

0

0

lim    
x x

f x f x
x x−→

−
= ±∞

−
  

) فإن ) :  A0   .fx يقبل نصف مماس مواز لمحور الأراتيب في 
  

               ( )( ) ( ) ( )
0

0

0

 +
x x

f x f x
x x→

−
=

−
lim

+
∞           

0

0

0

 lim  +
x x

f x f x
x x−→

−
=

−
∞  

                       
  
  
  

  

             ( ) ( )
0

0

0

  
x x

f x f x
x x→

−
=

−
lim

+
−∞

( ) ( )          
0

0

0

lim   
x x

f x f x
x x−→

−
=

−
−∞  

  
  

  

  

         ( ) ( )
0

0

0

+ 
x x

f x f x
x x→

−
=

−
lim ∞         ( ) ( )

0

0

0

m   li
x x

f x f x
x x→

−
=

−
−∞  

  

  

  
  

  
  
  
  

II- ةـــة المشتقــالدال : 
  

  :  في الحالات التاليةf للدالة f' المشتقة حدد الدالة
1-  ) ( )( 2 1f x x x= +

( )

  

2-          xf x 2 1x
=

+
  

3-          ( ) 2 1f x x= −

     

  

4-  ( ) ( )5tanf x x=  
    : تصحيـح

)        : نالدي   -1 )( ) 2'   1  'f x x x⎡ ⎤= +  ⎣ ⎦
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              (( ) ( ) )2 21 '    1x 'x x= + + + x  

       ( )2 1 2    1  
2

x x x
x

= + +  

         
( )2 1  

 2    
2

x x
x x

x
+

( )

= +  

xf    : لدينا   -2 x = 2 1x +
  

      : إذن
( ) ( )

( )
( )

2 2

22

' 1   1 '
'   

1

x x x x
f x

x

+ − +
=

+

( )

   

    
2 2

22

1  2

1
 x x

x

+ −

+

( )

=          

2

22

1 
1

x

x

− +
=

+

( )
2

2

1     ;    1    1
  

1      ;   1 1
x x أو x

f x
x x

⎧ − −⎪= ⎨
− − ≤ ≤⎪⎩

≺ ;

( ) 2         ;    1    1
'   

2      ;   1 1
x x أو x

f x
x x

⎧ −
= ⎨

− − ≤ ≤⎩

≺ ;

  

  

3-        

  

      : إذن

4-    ( ) (5tan )f x x=

( )
  

(( ) ( ))4'   5 tan  tan 'f x x= x  

       ( ( ))4 2 5 tan  1  tanx x= +

( )

  

       
4

2

5 tan 
cos

x
x

=  

 

 

  : ةــخلاص

( ) '   '   u v u v uv⋅ = + '  

2

'   '   u u v
v v

−⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

'uv  

( ) '   '   u v u v '+ = +  

      ( ) '   '  /  ku k u k= ⋅ ∈\  

( ) 1'   '  /  n nu nu u n−= ⋅ ∈`  
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  : جدول مشتقات الدوال الاعتيادية

f    الدالــة'   ملاحظــات  fالدالــة  

a0a∈\       
a    ax b+  

x  1    
nx  1nn x⋅  −*n∈`  

1
x

  2

1
x
−  0x ≠  

x  1
2 x

  0x ;  

ax b
cx d

+
+

  
( ) '
ad bc
cx d

−
+

  dx
c
−

≠  

( )cosx−    sin x  

( )sincos x    x  

( )sina ax b ( )cos ax b+  − +    

( )cosa ax b ( )sin ax b  ++    

( )tan x  ( ) ( )
2

2

11 tan
cos

xπx kπ  
x

+ =
2

≠ +  

( )'af ax b ( )+    f ax b+  
  

  : الــالاشتقاق على مج
  

I. I إذا وفقط إذا آانت قابلة للاشتقاق في آل نقطة من المجال  ، f نقول أن   قابلة للاشتقاق على المجال

[ [0 0 ,  x x αإذا آان حيز تعريف الدالة يحتوي على مجال من نوع   +

] [ [ [ 0    : وآان 0 0 0   ,     ,  fD x x x xα α α= − + = +  

  .0x  قابلة للاشتقاق فيf  :  على اليمين فإننا نقول أن0x قابلة للاشتقاق في fو

( ) ( 0(    : ونكتب 0' 'df x f= x  

 
 
 

  : ةــالمشتقات المتتالي

  
I.  f تكون معرفة على I فإن دالتها المشتقة   ،' f إذا آانت  قابلة للاشتقاق على المجال

( )2f.  f  أو  f  وتكتب I للدالة المشتقة الثانية  ،  فإن دالتها المشتقة تسمى' f وإذا آانت  قابلة للاشتقاق على'"
( ) ( )( ) 1  : وبصفة عامة 'n nf f+ =  

  
  : ةــملاحظ

( )n   .nI مرة على   قابلة للاشتقاق f ،  نقول أن الدالة I وآانت معرفة على fإذا وجدت 
III- ةــة تآلفيــالتقريب المحلي لدالة بدال : 
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)    : الــمث ) ( )31 2f x x= +

( ) ( )2'   3 1 2   2f x x

  

=          : لدينا + ⋅

( )26 1 2

  

      x= +  

)      : إذن )' 0   6f =  

)      : ولدينا )0   1f =  

)      : ولدينا ) ( ) ( ) ( )2 3  1  3 2   3 2   2f x x x x= + + +

  2 31  6   12   8

  

x x x= + + +

 

   

         ( )21  6   12   8x x x x+ +

 

= +  

( ) ( )( ) ( )( )20   ' 0 0   0 12   8f f x x x x= + − + − +

2

0
m  12   8   0

x
x x

→

  

li    : نلاحظ أن + =  

   .0 قريبة من xندما تكون ع  : إذن
12قيمة      : فإن 2  8x x+

  ر صفر
  .    تكون  مهملة 

)بجوا  : إذن )  1  6f x x+�.  

)  : نضع )   1  6x= +

u
u x.  

0 في  fلدالة لالدالة التآلفية المماسة   تسمى الدالة  0x =.  
  : فــخاصية وتعري

)  0x دالة عددية معرفة في مجال مفتوح مرآزه f لتكن )I.  
xتكون  fقاق إذا وفقط إذا وجدت دالة  قابلة للاشتf 0 معرفة على مجال مفتوح مرآزهx   بحيث  I

( )
∀ ∈.  

( )( ) ( ) 2
0       /  ,f x ax b x x x a bϕ= + + − ∈\  

)      : مع )
0

lim 0xϕ
→x x

=  

\u  :  بــ  المعرفة علىالدالة 
( )
( ) ( )( ) ( )0 0 0'

u x ax b

u x f x x x f x

= +

= − +
          

  .0x في  fللدالة الدالة التآلفية المماسة تسمى 
  : ةــملاحظ

)u هو المماس لــ المنحنى الممثل للدالة  )A0 x.  f في النقطة ذات الأفصول 

IV- ةــمشتقة الدالة العكسي : 
 : مشتقة دالة مرآبة -1

  : تمهيــد

)    : لدينا )( )  
'   

d f x
f x

dx
=

( )

  

           : إذن
( ( )) 

  
d fog x

fog x
dx

=  

)  : نضع )g x y=  
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( )( )         : نإذ
 

  
d f y dyfog x

dy dx
= ⋅    

         
( ) ( )( ) ( ) 

   
d f y d g x

dy dx
= ⋅  

( ) ( )'   'f y g x= ⋅  

     ( )( ) ( )'   'f g x g x= ×  
      : وبالتالي

( ) ( ) ( )( ) ( )'  '   'fog x f g x g x= ×  

( )( ) ( ) ( ) ( )'  '   'gof x g f x f x= ×  

   : ةــخاصي

I  ، 0xفة على مجال  دالة معرfلتكن  I∈بحي  دالة معرفة على مجال  و g( ) J   ثf I J⊂.  

( )f 0 قابلة للاشتقاق في  g  و0x قابلة للاشتقاق في fإذا آانت   0x y=.  
  .gof0x  قابلة للاشتقاق في   : فإن

)  : ولدينا ( )) ( ) ( ) ( )'  '   'gof x g f x f x= ×  
  

Iقابلة للاشتقاق على   و . fشتقاق على  قابلة للا gJإذا آانت  
gof   .I  قابلة للاشتقاق على   : فإن

))  : ولدينا ) ( ) ( )  ) ( )  ;    '  '   'x I gof x g f x f x= ×

( )

∀ ∈  
  : اتـــتطبيق

  : أحسب مشتقة الدوال التالية

1-  cos 2
2

f x x π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )

  

;       : لدينا    '  cos' 2   2 '
2 2

x f x x xπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + × +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

\∀ ∈  

      2 sin 2
2

x π⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ( ) ( )

  

2-  ( ) ( ) ( )          '   cos'   co 's f x ax b ax bf x ax b ⇒ = − + ⋅ += +  

    ( )  sina ax b= − +  

3-  ( ) ( )g x f ax b= +

( )

  

        ( ) ( )'   '   'g x f ax b ax b= + ⋅ +  

( )   'a f ax b= ⋅ +

( ) ( )
  

4-  f x v x=  

)  : نضع )u x  x=

)      : إذن ) ( )  f x      uov x=
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)    : وبما أن ) 1'   
2

u x
x

=

 

  

)       : و )( ) ( ) ( )'   '   'f x u v x v x= ×

( )

  

( )1   '
2

v x
v x

= ×  

   ( )
( )

'
 

2

v x

v x
=  

  : ةــمشتقة الدالة العكسي

  : تمهيــد

)لتكن  ) f دالة متصلة ورتيبة قطعا على J.      وf I J=.  
Jل من  تقابf  . نحو I  : لدينا

1 f  : ولتكن   .f التقابل العكسي  للدالة −
( )1  ;        x J    : لدينا f o f x x−∀ ∈ =  

1إذا آانت  f قابلة للاشتقاق على I و  f J  . قابلة للاشتقاق على −

)  : فإن ) ( )1  ;      '    1x J f o f x−∀ ∈ =

( )

  

( ) ( )( ) ( )11'  '   '  1f f x f x−−   × =

( )

  

)  : إذن ) ( )
( )( )

1
1

1   ;  '    
'  

x J f x
f f x

−

−
∀ ∈ =  

  : ملاحظـــة

( ) ( )1
0 0 0 0       ;   f y f x y−x = =

( ) ( ) ( )

  

           1
0

0

  1'  
'

f y
f x

− =  

  : خاصيـــة

 دالة متصلة ورتيبة قطعا على مجال I.  fلتكن 
f 0 قابلة للاشتقاق فيx  و  ( )0' 0f x 0x ،   ≠إذا آانت   ∈.  I

( 1 f  الدالة : فإن 0( قابلة للاشتقاق في  − 0y f x=

( ) ( )

.  

)   : ولدينا )  1
0

0

1'    
'

f y
f x

− =  

I ، Iفي  بحيث دالتها المشتقة لا تنعدم f إذا آانت   قابلة للاشتقاق على
( )'f 1fفإن الدالة العكسية  I  :  قابلة للاشتقاق على− J=.  

  :  لديناI  من  xولكل 

     ( )  ( )
( )( )

1
1

1'    
'  

f x
f f x

−
−

=

n

  

  : اتـــتطبيق

  .شتقة دالة الجذر من الدرجة   م: 1
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( ) nf x    :  بــ\+ x=  

        

f  نعتبر الدالة  المعرفة على

( )1 nf x x− =  

)      : و ) 1'    nf x n x −=

( )
( )( )

  

)       : ولدينا )  1
1

1'    
'  

f x
f f x

−
−

=  

    
( ) 1

1 
 

n
nn x

−=  

)    : إذن ) 1
1'   

 
n

nn
x

n x
= −  

  : ةــملاحظ

( ) 11

1'   

 

n
n

n

x

n x

  −=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    
1 1 1

1
1 1 1       

 

n
n n

n
n

x x
n nn x

−
−

−= = ⋅ =  

  : ةـــخلاص

( )
1 1 11'   '     n n nx x x

n
−⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  : الـــمث
  1-  ( )f  x x=  

 
1
2 x=

( )

  
1

* 21   ;    '     
2

x f x x
−

+ = ⋅\∀ ∈  

           1
2

1 1   
2 2 xx

( )

= =  

2-  
1

3 3   f x x= =

( )

x  

1 21* 3 31 1   ;    '         
3 3

x f x x x
−

−

+ = =\∀ ∈  

2 3 2
3

1 1  
3 3 

  
xx

= =

*r∀ ∈_

  

  : اجـــاستنت

a-            

             ( )* 1    '    r rx x r x+∀ ∈ =\  −
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I  .   f دالة قابلة للاشتقاق على b-  لتكن
x من I،   ( ) 0;r f x  ولكل   و∈_.  

       ( ) ( ) ( )1'      'r rf r f x f x−= ×

( ) ( )

  
  : ةـــــلأمث

  1-    
223 1f x x= +

  ( )

  
2

2 31x= +

( )

  

( ) ( )
2 12 32'    1   2

3
x x x

−
= + ⋅

( )

f  

  1
2 3

4   
3 1

x

x +

( )

=  

  

2-  ( )2
2f x x= −

( )

  

( )* 1  ;    '   2 2   
2 

x f x x+ = − ×\∀ ∈  

       

x

 2 x
x
−

( )

=  

3-  21      1f x x x x= + + + +

( )

  

   
2

2   1'   1  
2 1

xf x +
= +

x x+ +

( )

  

4-  2   1
2 1
xf x x
x
+

=
−

( )

  

          

( )2
2

3      
2 11'   2     

2 1 12
2 1

xxf x x x
x x

x

−
−+

= +
− +

−

  

)  تدآير                           ) ''   
2 

uu
u

=

              

    

                      
( )2'   ax b ad bc

cx d cx d
+ −⎛ ⎞ =⎜ ⎟+⎝ ⎠ +

  


