La trigonometrie
Le plan est rapporter au repere orthonormée (Oiﬁ)
Soit u et v deux vecteurs de coordonnée(x,,y;)tel que aest une mesure

de I'angle (i) et b la mesure de I'angle (i,v)

On considére un repére orthonormé (O;T;])
du plan et le cercle trigopnométrique de
centre O.

u et v sont deux vecteurs de norme 1 tels

—

que : (T;G):a et (i;v):b.

~{cosa ~(cosb
Onaalors: u| . etv| . )
sina sinb

Car cos(a):i et sina= L

Jl Jl

Ainsi : uv =cosacosb+sinasinb.

et on a uv = cosa.cosb+sina-+sinb

uyv = HGH X M x COS (b - a)

donc
et on a HGHXH\?H =1
donc uv=cos(b-a)

on déduit donc que cos(b—a)=cosacosh+sinasinb

Donc pour tout réels a et b on a :

cos(a—b)=cosacosh+sinasinb

**daduire la valeur de  cos(a+b)

On a

cos(a+b)=cos(a—(-b))
=cosacos(-b)+sinasin(-b)
=cosacosb-sinasinb

donc cos(a+b)=cosacosh—sinasinb

**déduire la valeur de  SiN(a—b) gt sin(a+b)

On a:



sin(a+b):cos(%—a—bj

= cos((z—aj—bJ
2
= cos(z—ajcosbﬁin(z—ajsin b
2 2
=sinacosb+cosasinb
sin(a+b)=sinacosh+cosasinb

donc

Donc

sin(a—b)=sin(a—(-b))
=sinacos(—b)+cos(a)sin(-b)
=sinacosb—cosasinb

done sin(a—b)=sinacosb—cosasinb

**déduire sin 2a et cos 2a

on a: cos 2a=cosa cosa-sina sina

cos 2a = cos?(a)-sin’(a)

et on a sin 2a =sina cosa +cosa sina

don sin2a=2sina cosa
**deduire tan2a ;tan(a-b) et tan(a+b)
soit a et b deux réel tel que :a—b¢%+kﬂ , a+b¢%+kﬂ ;b¢%+k7r a¢%+k7z

sin(a+b) sinacosb+cosasinb

tan(a+hb)= == -
cos(a+b) sinacosb—cosasinb
sina sinb
_ Ccosa coshb
1- sinasinb
cosacosh
_ tana+tanb
l1-tanatanb
tan(a+b): tana+tanb
donc l-tanatanb
Et on a
tana+tan(-b
tan(a—bh)= (-b)
1-tanatan(-b)
_ tana-—tanb
l+tanatanb
t —t
tan(a—b): ana—tanb
donc 1+tantanb

En remplagons b par a on trouve



tan 2a = >
1-tan“a
2tana
tan2a = >
donc 1-tan“a
Calculer cosz et. LT
sin —
Appl 8 8

- cos| 2xZ |=2cos? Z -1 donc cosZE:1 1+cosZ
8 8 8 2 4

1 1 \/E _2+«/§
J__ )T

etdonc: o 7 _ N2+42 car cos% est positif.
2

sinzzzl—coszzzl—u\/E = 2-+2
8 8 4 4

et donc 'sin(zj _ V2-+2 car sin% est positif.
8

2

App2 Calculer 0055—7[ et sin5—7[

o 12 ' 12

57 T T .57 . (n =&
COS— =CO0S| —+— sin— =sin| — +—

12 4 6 12 4 6
= C0S —C0S — —Sin —sin = =Sin = C€0S = +Cc0S —sin =

476 476 46 4
V2 3 V2 1 V2 B V2 1
=—X———X— =—X—+—X—
2 2 2 2 2 2 2 2
_V6-2 _6+42

4 4
On a:

I cos(a+b)=cosacosb-sinasinb

2 cos(a—b)=cosacosh+sinasinb

2+1 = cos(a+b)+cos(a—b)=2cosacosh
2-1 =-cos(a+b)-cos(a—b)=2sinasinb
Eton a

3 sin(a+b)=sinacosh+cosasinb

4 sin(a—b) =sinacosb—cosasinb



4+3  =sin(a+b)+sin(a—b)=2sinacosb
On pose

a+b=p
a-b=q

Donc

2a=p+q
b=p-p
Donc

a=P~*4

COS p+C0S =2cos(p;qjcos(p_qj

donc 2

sin p+sing = Zsin(’oTJrqjcos(pT_qj

cos,o—cosq:—Zcos(mqjsin(p_qj
2 2
De méme on déduit que

sin p—sinq = 23in[pT_qjcos(pT+qj

Appl écrire cosx +cos3x sous forme de produit

On a:

33X+ X 3X—X
cos3x+cosx:2cos( > )cos( 5 J

= 2C0S 2XCOoS X
App2

On considére le triangle ABC

sin A+sin I§+sin6:4cosécosEcosg
montrons que 2 2 2

On a ABC est un triangle donc
A+ §+é=ﬂ'
Etona:
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Donc

A-B . 2C
+S|n7

sin A+sinB +sinC = Zcos%cos

C . C _C
=ZcosEcos +25|n—cosE

C A-B . C
=2C0S—| coS +5sin—
2 2 2

C A-B 7-C
=2C0S—| CoS +CO0S
2 2 2

C A-B A+B
=2C0S—| COS +C0S
2 2 2

=2cos£><2cosécosE
2 2
A B _C
:4coszcos—cos—
App3 montrons que pour tout réel x on a :
sin’ (%XJ —cos? (%XJ = —c0s(4Xx) cos(x)
Ona:



sin? g—cos2 3X_
2 2

5x 3X 5x 3X
sin——co0s— || sin—+cos—
2 2 j[ 2 2)

. 5x . 3X—-rx 5x 7 —3X
sin—+sin sin—+sin
2 2 J( 2 2 j

. 5X+3x—rx
2sin .COS 2

5x—3x+7rj[ . BX+m7-3x
2sin ——— 4 c0S

. 8X—-rx 2X+7 . 2X+71 8x—rx1
2sin .COS 2sin +C0S
4 4 4 4

. b5x .
sin—+sin
2

3X—7x . bx . m—-3X
sin—+sin
2 2 2

. 5X+3x—rx
2sin .COS 2

8X—r

5x—3x+7rj( . BX+ 71 —3x
2sin ——— 4+ c0S

2sin .COS
4

2X+”)(2$in 2
4

=—C0S4XC0oS X

s 2x
SIn
donc

3X
—cos® 5= —C0S4XCos X

ona:

1
2
3
4

cos(a+b)=cosacosh—sinasinb

Q

os(a—b)=cosacosh+sinasinb

in(a+b)=sinacosb+cosasinb

(22}

(a+b)=
sin(a—b)=sinacosb—cosasinb

cosacosb:%(cos(a+b)+cos(a—b))c 1+2

sinasinb = —%(cos(a+b)—cos(a—b)) < 2-1

sinacosh = %(sin(a+b)+sin(a—b)) < 3-4

X+ 7 8X—sz
4+ COS
4 4

. 8Xx—rx 8Xx—rx . 22X+ 8x—rx
2sin .COS 2sin +C0S
4 4 4 4

85 o 2 )
o)

) 8x—7zj. 2x+7rj
=sin 5 sin

. VA . T
=sin| 4X—— |sin| X+—
2) 2)

5x—7r+3xj

5x—7r+3xj

)



App  écrire sous la forme d’une somme le produit

sin 2xsin3xsin5x

On a

sin2xsin3x = —%(cosSx—co x)
] ] ] 1 ) 1 ]
SIn 2xsin 3xsin5x = —Ecos5xsm 5x+§cos XSin5x
= —l[lsinlox—l(sin 6X +sin 4x)}
2|2 2
1. ] )
—Z[sm 10x —sin 6x —sin 4x|
sin 2xsin3xsin5x = —%[sin 10x —sin6x —sin 4x]

Transformation de a cosx +b sinx avec (a;b)=(0,0)ef(a.b)eR’

On a:

acos X +bsinx =+/a? +b? (%cosxjt \/bizsm XJ
a“+b

on remarquons que \/a +b \/a +b
alors il existe un réel de ] ]

Tel que

Donc
acos X +bsin x = va’ +b® (cos xcos & +sin xsin 0)

=+/a’ +b* cos(x—0)

Conclusion

acosx+bsin x=+/a’ +b’ cos(x—0)

A /

exemple

1-transformation de  V/3cosx-+sinx



On a:
B

J3¢os x +sin x:2[7cosx+%sin xj

=2cos(x—£j
6

2—trransformation de cosx—sinx

cosx—sinx:ﬁﬁgcosx—gsin xj

= \/ECOS(X + Ej
4
3-transformation de  —cosx++/3sinx

—COSX+4/3sinx= 2[—%cos+§sin XJ

=ZCOS(X—2—EJ
3

(E):acosx+bsinx+c=0

a+b=0

COS X +

(E):W(

a b )
sinx [+c=0
on a: \/a2+b2 \/a2+b2 j
tel que Oel-n+x]
on a:

(E) < +a’+b’ cos(x—0)=—c

& cos(X—0) = ——
Ja? +b?
lcas : aZ+b?<c?
c? —C
M M
on a : va*+b? a’+b’
donc S=9
lcas : aZ+b%>c?
1<
on a: Va® +b?
donc cosa = —C /0!6]—72’,—!—72']
2 2
Ja‘+b

donc



(E):=cos(x—0)=cosa
X—0=—-a+2kr

lkeZ
X—0=—-a+2kr

X=0+a+2kr
lkeZ
X=0-a+2kr

S :{0+a+2k7z,9—x+2kn/ktx}

donc

Conclusion

*%Si a?+h*(c?

La solution de I’equation  acosx-+bsinx+c=0
Est s=9u

**Sl a?+b?>c?

La solution de I’equation  acosx-+bsinx+c=0

est I’ensemble des points g—4+2kr/keZ avec

cosd = sing =

—C a b
Jal+b? JaZ+b? JaZ+b?

CoOSa =

App résoudre dans R les équations suivante
1- (El):\/§cos+sin X—4=0

a=v3 :b=let c=—4

a’+b’>-c*=3+1-16=-12(0

donc S=9

2—-  (E,):/3cosx+sinx-1=0
on a : a2+b2—02=3+1—1=3>0

Donc

(E,) < ~3cosx+sinx =1

= 2[§cosx+%sin szl

ek
& C0S| X—— | ==
6) 6

T Vi
& C0S| X—= |=Cc0s =
( 6) 3

ox-Z-Z ikrikez ou x—Z-"ZiokzikeZ
6 3 6 3

<:>x=g+2k7r/keZ ou x=—%+2k7z/keZ



oS ={%+2kﬂ';%+2kﬂ'/k ez}

Remarque : pour
Ona:

COS X = C0S 2 (fj

x¢%+k7z/keZ

2
= c0s? (ﬁj —sinx lj
2 2
cos? (Xj —sin? (X]
_ 2 2
cos? X+sin2£X)
2 2

1—tan®
COS X =
1+tan®

1—tan®
COS X =
1+ tan?

NIX[NIX N|x|N] X

Eton a:
sinx:sinZ(ij
2
=23in§cos5
2 2
Zsinicosé
2 2

X . ,X
COS— +5sin° =
2 2

2tan X
sinx = 2x
1+tan® =
2
donc pour X¢%+k7r/keZ
1-tan? X
COS X = )2(
1+tan*=
2
2tan >
sinx = 2x
1+tan® =
2

Remarque si on pose t:tang

2
Alors cosx:1 t2
1+t

et

. 2t
sinx =
1+t




App : résoudre dans R I’équation suivante

J3cosx+sinx—1=0

On pose  ;_ (5}
2

Donc sin x = th
1+t
Donc
1-12 2t
E)e 3| — |[+——-1=0
( ) \/_[1+t2j 1+12

e V3(1-t")+2t—(1+17)=0
cy4J§+nﬁ+2p{J§—g=o
<:>(\/§+1)t2—2t+(1—\/§)=0

, A=4-4(3+1)(1-3)
Ona: _4_40-3)
=12

donc

2+23
2(J§+1)
=1
_2-23
_2(\/§+1)
_1-\8
_1+\/§
4-23

1-3

~3-2

t, =

[

donc

tang=\/§—2 ou tangzl

et

COS X =

1+t

N



