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EXERCICE 1:

Ecrire avec des quantificateurs les propositions suivantes :

a) Il existe un nombre rationnel dont le carré vaut deux.

b) La somme de deux nombres positifs quelconques est un nombre positif.
c) Le carré de n'importe quel nombre réel est un nombre positif.

d) L'équation x2-3x+1=0 admet une solution réelle.

e) Tout entier naturel est pair ou impair.

f) Pour chaque entier, on peut trouver un entier strictement plus grand.
g) Il y a un entier plus grand que tous les entiers.

h) Si un nombre réel x inférieur de -1 alors il est strictement négatif.

i) Le produit de deux réels est nul si et seulement si I'un d'entre eux est nul.
j) L'équation sin x = x a une et une seule solution dans R.

EXERCICE 2 :

Donner la négation des assertions suivantes :

1) Tout triangle rectangle possede un angle droit.

2) Dans toutes les écuries, tous les chevaux sont noirs.

3) Pour tout entier relatif x, il existe un entier relatif y tel que, pour tout entier relatif z, la
relation z<x implique la relation z< x+1.

4) (Vv € € R)(3 a > 0):|x-7/5|<a=|5x-7 |<e.

EXERCICE 3 :
Donner la négation des propositions suivantes et dire pour chacune d'elles si elle est vraie ou
fausse.

(P) (V x € R): /1+x2-|x|20 ; (Q) (3 n € N¥) (V x € R): x2n/1+x>1
(R)Y(VxeER)(Fye€ER): y<x; (S) (V x € R):( x2-|x|+120) et (- 1< x¢1)
(T) (V x €[1,+[ ): x2+x-220 ; (U) (v x € R):(x20) ou (x<0)

(H) (vy € R*) (3 x € R): x2-xy+y2=0
EXERCICE 4 | Donner la négation des propositions suivantes :

(P) (vxeN):xz1= x>1
(Q) (vx€eR)3 a>0)|x|<a=|(x-1)/(x+1) -1|<a
(R) (Vvx€eR)(Vye€R):x-y=1=x1

EXERCICE 5 :
Montrer par Le raisonnement par contre-exemple que les propositions suivantes sont fausses :
contre-exemple que les propositions suivantes sont fausses :
(P) (Vv x € Rx): x+ 1/x 22

(Q) (v x € R) (Vy € R):2x-4 yz5
R)(VneN)(VmeN+):1/n + 1/n+1 +-+1/n+m €N



(S) (vaeR)(VbeR):Sa+r b=Sa+/b

(T) (v x € JO,+eo[ )(V y € ]0,+oo[ ):/xy=2xy/x+y
(W (vxeloa(vyel01]): 1/x +1/y <1-xy
(V) (v x € ]0,1]) : 2x/x2(1-x2) <1

EXERCICE 6 | Soient les quatre assertions suivantes :

(P) (@ x € R) (Vy € R): x+y>0 ; (Q) (vx eR)(3y € R):x+y>0
(R) (v x € R) (Vy € R): x+y>0 ; (8) @ x e R)(Vy € R):y2>x
1. Les assertions précédentes sont-elles vraies ou fausses ?

2. Donner leurs négations.

EXERCICE 7 :

1) Soient a et b deux réels. Montrer que : |al<1 et |b|<1 =|a+b|<|1+ab]|

2) Soient x et y deux réels non nuls. On considére les deux propositions : (P) :2x+4y=1
et (Q) :1/x2+y2%¢ . Montrer que (P =Q).

EXERCICE 8 :
1) Démontrer en utilisant des équivalences successives que la proposition suivante est vraie :
(T) Y(x,y) eR+2:4x+25y220\/ﬁ

2)a) soit a, b et ¢ des reels montrer que a*+b*+c?>ab+bc+ac
b) Montrer que : a3+a=b3+b & a=b

3) Soit x un réel positif(x € R*).

a) Montrer que : /x/(x2-x+1)<4/3 J[x

b) Montrer que : /2x+2-/x=1 & x=1

4) Soient a et b deux réels de l'intervalle ]-1;1].

a) Montrer que : -1¢(a+b)/(1+ab)<1

b) Montrer que : |a+b|<|1+ab|

EXERCICE 9 ! Montrer que :

1) (VX €E[1+o] )V yE [4,+]): [x-1+2/y-4=(x+y)/2 & x=2 et y=8
2)V (x,) € R2: x+y=0 & (/x2+1+x)(Vy2+1+y)=1

3)V (a,) € R2: |a+b|¢<|1+ab| ©(a2-1)(b2-1)20

4) v (x,) € R2 : [x2+1 +/y2+1 =2 & x=y=0

5)V (x,,) € R3 : x+y+z=0 & x3+y3+z3=3xyz

EXERCICE 10:
Soient x et y deux réels strictement positifs. Montrer que :
x<y ©x/y<«(2x+5y)/(5x+2y)<y/x
EXERCICE 11 : En utilisant un raisonnement par la contraposée, démontrer que :
1) (V x € R) :x20 =/ 1+x21+x/2
2) (V x € R) :x223 =2//x2+121
3) V (x,y)€ RZ (xy-1)(x-y)20 = x(y2+y+1)zy(x2+x+1)
4) v (x,y)€ R2: (x21 et yz1) = x+y-xyz1
a-b

5) montrer que (H)V(a,b)eRz:a;t—Eb:—;tlo
9 a+b



6) Soient a et b deux réels tels que az-3b montrer que : az-14b/3 =(2a+b)/(a+3b)#5
7) Soient x et y deux réels. Montrer que : xty = x3+4xzy3+4y
8) Soit n un entier naturel. Montrer que : n? est pair = n est pair

EXERCICE 13 : Montrer par disjonction des cas que :
1) (v n € N) : n2+n+1 est un nombre impair.

2) (Vv n € N): n3-n est un multiple de 3.

3) (v n € N): n(n+1)(n+2) est divisible par 3.

4) (Vv x € R) : x-/x2+1 <0

5) (Vx €R): |x-1]¢ x2-x+1

EXERCICE 14 : Résoudre dans R les équations suivantes :

(E1): 3+4|x-1|=2x; (E2): 2|x-1]|=|x]| (E3) : |x-1|+|2x-3|=6
(E4) |x-2|+|x-3|=x+2 (E5) 2x2-|x-3|-4=0 ;

(E6) /x+3=x+1  (E7) x2-(1+m)x+4=0 avec m est un parameétre réel.

EXERCICE 15 : Raisonnement par |'absurde

1) Montrer que O n'est pas une racine du polynome P(x)=2x4+12x-1
2) Montrer que : (V x € R) : 4c(x)? x2-4x+12

3) Montrer que : (V n €N*) : /n/(n+1)¢ Q

4) Soit (p,q) € 72 et a ¢Q. Montrer que :p+qa=0= p=q=0

EXERCICE 16 :

Soit nun entier naturel

1) Montrer que si n est pair alors n2 est pair aussi.

2) Montrer que si n2 est pair alors n est pair aussi.

3)a) Montrer que : /2¢ Q V3¢ Q;J/5¢Q;J/6¢Q;J/2+/3¢Q
b) Soit neNx*. Montrer que / n2+1 ¢ N,

EXERCICE 17 :

1) Soient a et b deux entiers naturels tels que a>b. Montrer que (a2+)/( a2-b2)¢ N.

2) Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Montrer que si a/b+1=b/a+1 alors a=b.

3) Soient a, b et ¢ trois réels strictement positifs tels que : abc>1 et a+b+c <1/a+1/b+1/C
a) Montrer que a, b et ¢ sont distincts de 1.

b) Montrer que min (ab,c)<1.

EXERCICE 18 :

Démontrer par récurrence que :

1) (v n € N): n3-n est un multiple de 3.

2) (v n e N): 32n-1 est un multiple de 4.

3) (v n € N ) : n( n2+5) est un multiple de 3.
4) (v n e N): 6 divise le nombre n(n+1)(n+2).
5) (V n € Nx) : 32n-2n est divisible par 7.

6) (v n € N): 23n-1 est divisible par 7.



7) (Vv n € N): 23n°2-4 est divisible par 7.

8) (v n € N ) : 32n"142n"2 gst divisible par 7.

9) (v n € N ): 32n"144n*1-2(-1)n est divisible par 5
10) (v n € N)) : 4n-3n-1 est divisible par 9.

11) (v n € Nx ) : 10n-1 est divisible par 9.

12) (v n € N): 10"-(-1)" est divisible par 11.

13) (Vv n € N« ) : 320426075 gst divisible par 11.

14) (v n € N) : 42n"2-1 est divisible par 15.

15) (Vv n € Nx ) : 3.52n71+23n72 g5t divisible par 17.

EXERCICE 19 :
Démontrer les énoncés suivants par récurrence :

1- (VN e N) -3 (2% ) = (1) +(2) + (4) +(8) +.. 4 (27) =27 -1

2-(VneN) :kzn;(k )=(0)+(1)+(2)+(3)+...+-(n) :[n(n;l)j

n(n +1)(2n+1)J
6

3- (9 N): 32 06) = (0) (1) #(4)+(9)+...+(n) :[

4-(YneN) :Z”:(ks) =(0)+(1)+(8)+(27)+....+(n°) =(n(n2+1)j

5- (VneN) :Zn:(Zk +1) =(0x1)+(2+1)+(4+1)+(6+1)+....+ (2n+1) = (n+1)°

n(n+1)(n+2)

6- (VneN) :Zn: k(k+1) =(0x1)+(1x2)+(2x3)+(3%4) +....+ (n(l+n)) = 3

EXERCICE 20 :
Soit x un réel strictement positif.
1) Démontrer par récurrence que : (V n € N ) : (1+x)n21+nx.
2) En déduire que : a) (Vv n € N ) : 2m1+n
b)(vn €N ): 3nn
c) (v n € N« ) : (1+n)n21+n?
EXERCICE 21:
Soit f une fonction numérique définie de N vers N tel que :
(Vn eN): f(n+1)=2 f(n)+5 et f(0)=3
1) Déterminer f(1) et f(2).
2) Démontrer par récurrence que : (¥ n € N ) : f(n)=2n"3-5



