Pascal Lainé
Logique

Exercice 1 :
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?
1. Si Napoléon était chinois alors 3 — 2 = 2
Soit Cléopatre était chinoise, soit les grenouilles aboient.
Soit les roses sont des animaux, soit les chiens ont 4 pattes.
Si ’homme est un quadrupede, alors il parle.
Les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs.
Paris est en France ou Madrid est en chine.
La pierre ponce est un homme si et seulement si les femmes sont des sardines.
. Les poiriers ne donnent pas de melons, et Cléopatre n’est pas chinoise.
Aller a : Correction exercice 1 :
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Exercice 2 :
Soient (P), (Q) et (R) trois propositions, donner la négation de

a) (P) et (non(Q) ou (R))
b) ((P)et (@)= (R)

Aller a : Correction exercice 2 :

Exercice 3 :
Soient 4, B et C trois assertions. Pour chacune des assertions suivantes :
(4) = (A et non(B)); (4,) = (A ou non(B)); (43) = (A ou (B et C)); (4,) = (A et (B ou C))
(4g) = (A = non(B)); (4¢) = (A= B); (A7) = (mon(4 ou B) = ();(Ag) = ((A et B) = non(C))
Ecrire sa négation.
Aller a : Correction exercice 3 :

Exercice 4 :
Donner la négation mathématique des phrases suivantes

1. Toutes les boules contenues dans 1’urne sont rouges.

2. Certains nombres entiers sont pairs.

3. Si un nombre entier est divisible par 4, alors il se termine par 4.
Soit f:R-> R

4. f estpositive, c’est-a-dire « Vx ER, f(x) = 0»

5. f estpaire sur R, c’est-a-dire « Vx € R, f(—x) = f(x) »
Aller a : Correction exercice 4 :

Exercice 5 :
Soient les propositions, (P) « J’ai mon permis de conduire » et (Q) «j’ai plus de 18 ans »
Les propositions (P) = (Q) et (Q) = (P) sont-elles vraies ? Que peut-on conclure ?
Aller a : Correction exercice 5 :

Exercice 6 :
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?
1. (2 <3)et (2divise 4)
2. (2 <3)et (2divise 5)
3. (2<3)ou (2divise 5)
4. (2 < 3) et non(2divise 5)
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5. non(2 < 3) ou (2 divise 5)
Aller a : Correction exercice 6 :

Exercice 7 :
Soient A et B deux parties de N. Ecrire en utilisant v, 3 les assertions
A=0,ANB+0,AcB,A¢B
Aller a : Correction exercice 7 :

Exercice 8 :
On considere la proposition (P) suivante :
(P) « Pour tout nombre réel x, il existe au moins un entier naturel N supérieur ou égal a x »
1. Ecrire la proposition (P) avec des quantificateurs.
2. Ecrire la négation avec des quantificateurs puis 1’énoncer en frangais.
Aller a : Correction exercice 8 :

Exercice 9 :
Notons E I’ensemble des étudiants, S I’ensemble des jours de la semaine et pour un étudiant x, h;(x)
son heure de réveil le jour j.
a) Ecrire avec des symboles mathématiques la proposition « Tout étudiant se réveille au moins un
jour de la semaine avant 8h »
b) Ecrire la négation de cette proposition avec des symboles mathématiques puis en francais.
Aller a : Correction exercice 9 :

Exercice 10 :
Soit P c N I’ensemble des nombres premiers et A une partie de N. Ecrire en utilisant v, 3 les assertions
A est une partie finie de N, A est une partie infinie de N.
Tout entier naturel n > 2 admet un diviseur premier, les éléments de A ont un diviseur premier
commun, les éléments de A n’ont aucun diviseur premier commun.

Aller & : Correction exercice 10 :

Exercice 11 :
Soit n un entier naturel quelconque. Parmi les implications suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi ? Donner leur contraposée et leur négation.
1. vneN,(n>5)=(n>3)
vneN,(n=>5)=>n>6)
vneNn=5)=>n<6)
vn €N, (n < 1) = (2divise n)
vn €N, (n < 1) = (ndivise 2)
. VneN(n<2)=>m?=n)
Aller a : Correction exercice 11 :
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Exercice 12 :
Parmi les équivalences suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?
1. vneN,(n=>5) e (n>4)
2. VneN,(n=5)e n=4)
3. Vn €N, ((n > 5) et (n divise 12) < (n=6)
Aller a : Correction exercice 12 :
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Exercice 13::
Soient les 4 assertions suivantes :
a. IxeRVyeRx+y>0
VxER3IyeRx+y >0
Vx ERVYyeERx+y>0
dx ERVy ERy? >x
Les assertions a, b, ¢ et d sont-elles vraies ou fausses ?
. Donner leur négation
Aller a : Correction exercice 13 :
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Exercice 14 :
Soit (gn)nen Une suite de nombres rationnels. Que signifie en mots les assertions suivantes
vneN, Al €Zq, =1
leZvVvneN,q, =1, VIEZIneEN,q, =1, Vq€ Q5o Vn€EN,|q,] <q
Attention : il ne s’agit pas de faire la lecture a voix haute de ces quatre suites de symboles mais de traduire
I’énoncé en phrase courte dont la compréhension est immédiate.
Aller a : Correction exercice 14 :

Exercice 15 :
1. Donner la négation de la phrase mathématique suivante :
Ve>0,ANeEN,VneN,VpeENn=>Netp=>0=> |un+p —un| <€
2. Donner la contraposée de la phrase mathématique suivante :
Ve >0,ANeN,VneN,VpeENn=>Netp=>0=> |un+p —un| <€
Aller a : Correction exercice 15 :

Exercice 16 :
Soient x, € R et f une application de R dans R.
Ve > 0,3a > 0,Vx € R, lx —xol <a=|f(x) — flxx)| <€
Donner la négation et la contraposée de cette phrase logique.
Allez a : Correction exercice 16 :

Exercice 17 :
Compléter, lorsque c’est possible, avec V ou 3 pour que les énoncés suivants soient vrais.
Q) .xER(x+1)2=x?>+2x+1
b) .xERx*+3x+2=0
) .xER2x+1=0
d .xERx2+2x+3+0
Aller a : Correction exercice 17 :

Exercice 18 :
Les propositions suivantes sont-elles vraies ? Lorsqu’elles sont fausses, énoncer leur négation.
a) IxeENx2>7
b) Vx € N,x2>7
c) VxeN,Iy e N,y > x?
d IxeN,Vy€eN,y > x?
Aller a : Correction exercice 18 :
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Corrections

Correction exercice 1 :

1. Tl s’agit, ici d’une implication. « Napoléon est chinois » est faux et « 3 — 2 = 2 » est faux, or la
seule possibilité pour qu’une implication soit fausse est qu’une assertion vraie implique une
assertion fausse, donc 1’assertion 1. est vraie.

2. Une phrase, en francais, du genre « soit ..., soit ... » se traduit mathématiquement par « ... ou ... »
« Cléopatre était chinoise » est faux et « les grenouilles aboient » est faux donc 1’assertion 2. est
fausse.

3. «les roses sont des animaux » est faux et « les chiens ont 4 pattes » est vrai, donc ’assertion 3. est
vraie.

4. «I’homme est un quadrupede » est faux et «il parle » est vrai, donc I’assertion 4. est vraie.

5. «les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs » peut se traduire par « les roses ne sont pas des
animaux et les roses ne sont pas des fleurs ». « les roses ne sont pas des animaux » est vrai et « les
roses ne sont pas des fleurs » est faux donc « les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs » est
faux. Avec un minimum de bon sens c¢’est assez évident !

6. « Paris est en France » est vrai et « Madrid est en chine » est faux, donc « Paris est en France ou
Madrid est en chine » est vrai.

7. «la pierre ponce est un homme » est faux et «les femmes sont des sardines » est faux, une
équivalence entre deux assertion fausse est vraie.

8. «les poiriers ne donnent pas de melons » est vrai et «Cléopatre n’est pas chinoise » est vrai, donc
« les poiriers ne donnent pas de melons, et Cléopatre n’est pas chinoise » est vrai.

Aller a : Exercice 1 :

Correction exercice 2 :
a)
non ((P) et (non(Q) ou (R))) = (non(P) ou non(non(Q)ou (R)))
= (non(P) ou ((Q) et non(R))
= (non(P) ou (Q)) et (non(P) ou non(R))
= (non(P) ou (Q)) et non((P) et (R))
Les deux dernieres équivalences logiques me paraissent acceptables, parce qu’il y a souvent
différentes facon d’exprimer une négation, ensuite il faut voir dans les exercices comment se
présentent les propositions (P), (Q) et (R).
b)
non (((P) et (Q)) = (R)) = ((P) et (Q)) et non(R) = (P) et (Q) et non(R)

Aller a : Exercice 2 :

Correction exercice 3 :
non(4,) = non(A et non(B)) = non(4) ou non(non(B)) = non(4) ou B
non(4,) = non(A ou non(B)) = non(4) et non(non(B)) =non(4) et B
non(4;) = non(A ou (B et C)) = non(4) et non(B et C) = non(4) et (non(B) ou non(C))
= (non(A) et non(B)) ou (non(A) et non(C))
Il y a d’autres expressions possibles de cette négation.
non(4,) = non(A et (B ou C)) = non(A4) ou non(B ou C) = non(4) ou (non(B) et non(C))
= (non(A) ou non(B)) et (non(A) ou non(C))
Il y a d’autres expressions possibles de cette négation.
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non(4g) = non(A = non(B)) = non(non(A) ou non(B)) =AetB
non(4,) = non(4 = B) = non(non(A) ou (B)) = (A) et non(B)
non(4,) = non((non(A ou B) = C)) = non(non(non(A ou B)) ou C) = non((A ou B) ou C)
= non(4 ou B) et non(C) = non(4) et non(B) et non(C)
non(4g) = non((A et B) = non(C)) = non (non(A et B) et non(non(C)))
= non(non(4 et B) et C) = (4 et B) ou non(C) = (A ou non(C)) et (B ou non(C)
Aller a : Exercice 3 :

Correction exercice 4 :

1. 1l existe une boule qui n’est pas rouge dans 1’'urne. (La négation de « pour tout » est « il existe » et la
négation « rouge » est « n’est pas rouge »).

2. Tous les nombres entiers sont pairs. (La négation de « il existe » (dans 1’énoncé « certains » signifie
« il existe ») est « tous ». Dans cette question on ne se demande pas si la proposition est vraie ou
fausse.

3. 1l s’agit d’une implication, la négation de (P) = (Q) est: (P) et non(Q) donc la négation
demandée est « un nombre entier est divisible par 4 et il ne se termine pas par 4 ». Dans cette
question on ne se demande pas si I’implication est vraie ou fausse.

4. 3Jx € Rtelque f(x) < 0.

5. Ax eR, f(—x) # f(x)

Aller a : Exercice 4 :

Correction exercice 5 :
(P) = (Q) est vraie, par contre (Q) = (P) est fausse, on en conclut que ces deux propositions ne sont
pas équivalentes.

Aller a : Exercice 5 :

Correction exercice 6 :
1. (2 < 3) estvrai et (2 divise 4) est vrai donc (2 < 3) et (2 divise 4) est vrai.
2. (2 < 3)estvraiet (2 divise 5) est faux, 1’'un des deux est faux donc (2 < 3) et (2 divise 5) est

faux.

3. (2 < 3) estvrai et (2 divise 5) est faux, I’'un des deux est vrai donc (2 < 3) et (2 divise 5) est
vrai.

4. (2 < 3) estvrai et non(2 divise 5) est vrai, les deux sont vrais donc (2 < 3) et non(2 divise 5) est
vrai.

5. (2 < 3) est vrai donc non(2 < 3) est faux (on peut aussi dire que non(2 < 3) & (2 = 3) qui est
faux) et (2 divise 5) est faux par conséquent non(2 < 3) ou (2 divise 5) est faux car les deux
assertions sont fausses.

Aller a : Exercice 6 :

Correction exercice 7 :
Vx €N, x € A4, dx eN,xe€eA,x€B, VxeAxe€eB, 3Axe€A x&B
Aller a : Exercice 7 :

Correction exercice 8 :
1. vxe R, AN EN,N > x
2. dx € R,VN € N, N < x. Il existe un réel tel que pour tout N entier, N est strictement inférieur a
X.
Aller a : Exercice 8 :
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Correction exercice 9 :
a) Vx € E,3j € 5,h;(x) < 8h.
b) 3x € E,Vj € S,h;(x) = 8h. Il y aun étudiant qui se léve a 8h ou apres 8h tous les jours de la
semaine. (Donc c’est un gros fainéant).
Aller a : Exercice 9 :

Correction exercice 10 :
IM eN,VneEA4n<M, VM eNIneAn=M
vn € N,Ip € P,3k € N,n = kp, IpeP,vneAdIkeNn=kp, VpePIn€AVkeNn=+kp
Aller a : Exercice 10 :

Correction exercice 11 :
1. vneN,(n>5) = (n > 3) est vraie.
Sa contraposéeestVn € N,(n <3) > (n<5)ouencoreVn € N,(n < 4) = (n < 4).
(On rappelle que ((P) = (Q)) = (non(P) ou (Q)) donc la négation de ((P) = (Q)) est
non ((non(P) ou (Q))) = (non(non(P)) et non(Q)) = ((P) et non(Q))
non(n=5)=>m>3)=((n=5 et (n<3))=(n>4) et (n<4))
La négationest: 3n e N,(n > 5) et (n < 3)

2. Vne€N,(n>5) = (n> 6)estfaux car pourn = 5, (n = 5) est vrai et (n > 6) est faux (idem

pour n = 6).
Sa contraposéeestVn e N,(n<6) > (n<5)=n<7)=(n<5).
Sa négation est (Eln EN,(n=5) et (n< 6)) = (Eln EN(n>4) et (n< 7))

3. VneN,(n=>5) = (n < 6) est faux car pour n = 7, (n = 5) est vrai et (n < 6) est faux.

Sa contraposéeestvn e N,(n<6)> n<5)=n<7)=>(n<5).
Sa négation est
(EInEN,(nZ 5) et (n>6)) = (EInEN,(n>4) et (n>7)) =3IneN,n>7)

4. vneN,(n< 1) = =0)si (n<1)estvraialorsn = 0 et comme 0 = 0 x 2, cela signifie que 2
divise 0, par conséquent Vn € N, (n < 1) = vn € N, (n divise 2) est vrai.

I n’y a que cela a vérifier parce que si n < 1 est faux, quoiqu’il arrive a la conclusion, I’implication
est vraie.
On aura pu aussi voir que :

(n divise 2) = (3k € N,n = 2k) = (n est pair)
Sa contraposée est (Vn € N, (n ne divise pas 2) = (n > 1)) =Vvn € N, (n estimpair) = (n = 1).
Vu ainsi il est clair que la contraposée est vraie et que donc Vn € N, (n < 1) = (n divise 2) est
vrai.
La négationest: 3n € N, (n < 1) et (n ne divise pas 2)

5. Commedansle4.vn €N, (n < 1) = (n = 0) mais 0 ne divise pas 2, sinon cela signifierait qu’il
existe k € N tel que 2 = k x 0 ce qui est faux par conséquent Vn € N, (n < 1) = (n divise 2) est
faux. En effet une assertion vraie ne peut pas impliquer une assertion fausse.

La contraposée est Vn € N, (n ne divise pas 2) = (n = 1).

La négation est (Eln €N, (n < 1) et (nnedivise pas 2)). Vérifions que cette implication est
vraie : soitn = 0 et (n < 1) est vrai et (0 ne divise pas 2) est vrai ce qui entraine que

(Eln €N, (n < 1) et (nne divise pas 2)) est vrai.

6. VneN,(n<2)=me{0,1}),sin=0alorsn?=02=0=netsin=1alorsn?=12=1=n
doncvn € N, (n < 2) = (n? = n).

La contraposée est vn € N,(n? #n) = (n > 2)
6
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Sa négationest In € N, (n < 2) et (n? = n).
Aller a : Exercice 11 :

Correction exercice 12 :
1. vneN,(n > 5) & (n > 4) car un entier strictement supérieur a 4 est supérieur ou égal a 5.
2. Vne€N,(n >5) & (n = 4) est faux car pour n = 4, (n = 4) est vrai et (n = 5) est faux.
3. Lesdiviseurs entiers et positifs de 12 sont {1,2,3,4,6,12} donc les diviseurs entiers et supérieurs ou
égaux a 5 sont 6 et 12, bref, il suffit de dire que 12 rend vrai ((n > 5) et (n divise 12) et faux
(n = 6) pour pouvoir affirmer que vn € N, ((n > 5) et (n divise 12) & (n = 6) est faux.
Aller a : Exercice 12 :

Correction exercice 13 :
1. a. estfaux car si un tel x existe, il suffit de prendre y = —x — 1 pour que x + y > 0 soit faux, en
effetx+ (—x—1)=-1<0
b. est vrai, car pour un x fixé, on choisity = —x + 1 de fagonacequex + (—x+1) =1 > 0.
c.estfaux carsionprendx =y =—1alorsx + y = —2 est faux etdonconn’apasx +y > 0
d. Il suffit de prendre x = —1, ainsi pour tout y € R, y? > —1, I’assertion est vraie.
2. aaVxeRIyeRx+y<0
(on pourra montrer, a titre d’exercice que cette assertion quantifiée est vraie).
bh.axeRVyeERx+y <0
(on pourra montrer, a titre d’exercice que cette assertion quantifiée est fausse).
CIxeRIyeRx+y<0
(on pourra montrer, a titre d’exercice que cette assertion quantifiée est vraie).
dvxeR3IyeRy?<«x
Aller a : Exercice 13 :

Correction exercice 14 :
La suite (g,)nen €st une suite d’entiers.
La suite (g,)nen €St constante dont la valeur est entiere.
La suite (g,)nen Prend toutes les valeurs entiéres.
La suite (g,)nen €St constante et vaut 0.
Aller a : Exercice 14 :

Correction exercice 15 :
1.

Je >0,VYNEN,3neN,IpeNn=Netp = 0et [uyp —un| =€

Ve > 0,IN e N,vn € N,Vp EN,|un+p—un| =e=>n<Noup<0
Aller a : Exercice 15 :

Correction exercice 16 :
La négation est :
Je>0,Va>0,x€R, |x—xl<a et |[f(x)—f(xy)| =€
La contraposée est
Ve > 0,3a > 0,Vx € R, |x — x| < a, f(x) = fxp)| = €= |x —x5| =
Allez a : Exercice 16 :

Correction exercice 17 :
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a) VxER, (x+1)2=x%+2x+1

b) Ix e R,x2+3x+2=0

c) IxeR2x+1=0

d IxeRx?+2x+3#00uVxERx?2+2x+3#0
Aller a : Exercice 17 :

Correction exercice 18 :

a) Vraie

b) Fausse par exemple pour x = 1, la négationest : 3x € N,x%2 < 7

c) Vraie

d) Fausse car la négation est manifestement vraie, la négation est : Vx € N,3y € N,y > x2.
Aller a : Exercice 18 :



