LA DERIVABILITE
1) la dérivabilité en un point

1/ activités

1- déterminer le nombre dérivé de la fonction f enx,

1
a- f(x):? x, =1
Ona; lim f(x) _f(l)
x—1 X — 1
= lim
x—1 X

Donc le nombre dérivé de la fonction f enx, =1
Et on écrit /'(1)=-2

b- f(x) Z\/; X, =
lim M — lim -
x—2 x -2 x—2 \/; + \/E

1
2

Donc 1 est dérivable en x,

©

en x, =2 est f'(2)

1
22

fonction f enx, dans les cas suivant

x<1 4 x=2

1<x<2




f(x) —f(l) . X" =3x+2

On a lim = lim
oo a1 oox -l
= limx-2 = -1

x—1
x=<1

Donc [, (1)=-1

Donc /', (1) = f',(1)

Donc la fonction n’est pas dérivable en 1

T
tanx ; O0<x—<—
b- f(x) = 2 x,=0
sinx 1<x£0
2
ona tim )=S0 oy tnx
x—0" X x—0" X
Et lim M = lim sin x
x—0" X x—0" X
Donc  f',(0) = f',(0) =
donc / Estdérivableen x,=0 .
Et ona /'(0)=1 \
c- x,=0 j(x) =
x+1
on a 1x1£)1r11f()=hrlnx+1—2 (x):)lgla =1

Donc la fonction n’est pa

3/ déterminer I’équ e a la courbe (é f) au point d abscisse x,
a_

Ona f(

Et lim 1 o x +1-1

-0 =10)

donc I’équation de la tangente a (Ef) enlest y =f'(0)(x-0) + f(0)
Cad y =1

b- x, =1 f(x)z%/;
Ona f(1)=



_ ol
Donc lim S(x) =) — lim Ux — 1
¥l x —1 x>l -1
: Ix — 1
= lim

1 1 1
= lim = — Donc f'(1)=—
x—1 3x2+%/;+1 3 f()3
donc I’équation de la tangente a (éf) en0est y = % (x-1) +1
EL
R

Résumée

1 - la derivabilite en un point

Soit / une fonction dont le domaine de définition D, contient un interval
centre x,

On dit que la fonction / est dérivable enx, si et se

lim

Et on écrit /'(x,)=/

Le nombre f'(x,) s’appelle le nombre dérivé

2 - la derivabilite a droite en un

[x, , x, +a[tel quear >0
On dit que la fonction

lim
XX
X=X

Et on écrit
pelle le nombre dérivé a droite de la fonction /' en .x,

che en un point

On dit que la fonction /° est dérivable a gauche enx, si et seulement si.

i ) =7 (30)

X=X X — xO
Xo>=X

Et on écrit /' (x,)=/

=/ eR

Le nombre /', (xo) s’appelle le nombre dérivé a gauche de la fonction /' en .x,

Propriété



On dit que la fonction / est dérivable en x, si et seulement si elle est dérivable en a droite et a

gaucheen x, et f',(x) = f',(x)

1-interpretation géométrique

Soit (¢ la courbe représentatif de la fonction dans le plan rapporter au repére
r P p pp P

orthonormé
On considére les points M, (x,+h,f(x,+h) .M, (x, . /(x,))

y A
F(Xo+h) fx, +h)

f(x)

n,_—

(%)

Y

ol | p x,,i—h

f(x0+h)—f(x0)
h

On a est la pente de la droite

Quand le point M, se rapproche du point M
La droite (M,M,) se rapproche de

donc la pente de (A) Est  lim

X—)XO

y =) (x-x) + 1 (%)

Le demi tangent a(é f)

s =f'(x )(x=x,) +f(x
si /' est x, A droite I’équation de la demi tangente est {y 4 d( 0)( 0) f( 0)
X 2 X,

dérivable en
=f' (x )(x—xy) + f(x
si /' est x, a gauche ’équation de la demi tangente est {y S ( 0)( 0) f( 0)
x <X,

dérivable en



Exemple

N
2
AC T S T— AN
! .
X, X -
2- f',(x))=—1 f(x)=2

M,

Demie tangente verticale (paralléle a I’axe des abscisses)

siona lim+ f(x)—f( )
Alors (é f) des abscisses au point d abscisse x,
fim /W)= S )

X—X) X—X, ] X=X,

fim L2/ (60) oA )

XXy X—X, X=X X=X,
hmf(x)_f(xo) = - hmf(x)_f(xo) = +o0
x—>x0 x fa— xO x—>x0 x fa— xO

N
\K




1// La fonction dérivé

1- f(x):(x2+1)\/;

X
2 (x) X+l

3- f(x) = ‘xz —1‘
4- f(x)=tan’(x)
Correction

I-ona f'(x) = [(x2+1) \/;}.
= (x2+1)' Jx o+ (x2+1)(\/;)'

1
Y =S IPUI NS BN e Gkl R C1
(< +1) 57 oy

X
2 - =
(x) ¥ +1
x'(x*+1) — x(x*+1)
Donc f'( ) = ( ()2+1)2( )
X
-1 5 x<-1 4 x>1
3 - =
f(x) {l—x2 ; —1<x<
, 2x ;o x=<-1
Donef(x) = {—Zx . —1<x<l

4- f(x)=tan’(x)
f'(x) =5 tan*(x) (tan(x ¢

= 5 tan* x (1 + tan’®

5 tan® x

cos” (x

Résum

(u-v)' =u'v + uy'

ul), u'v-—uy'
v v

(u+v)' =u" +v'

(ku)' =k-u'"/ keR

(u”)' =" u'/ neN




Tableau des dérivées de fonctions usuelles

il Badtle £ A fAd
aeR 0 a
a ax+b
1 X
neN' n-x"" x"
-1 1
x#0 — —
X X
>0 : Jx
X
2Jx *
—d ad —bc
.2 e -0
o c (cx+d)'
—sinx
COS X
—asin(ax+b)
acos(ax+
x;t%.,.kﬁ 1+tan2(x):
af'(

La dérivabilité sur un intervalle AQ
B

. On dit que la fonction f est dérivable sur I’intervalle /
Si seulement si elle est dérivable en tout pointde 7

@

Les dérivées success@

Si la fonction f est dérivable sur I’intervalle / la fonction dérivé est définie sur
Et si la fonction dérivé f' est dérivable sur/ on appelle sa dérivée la dérivée second de f

Etonlanote /" ou f(z)
Et en général /") = (f("))'

)

Remarque

Si la fonction f () existe et définie sur I alors la fonction /' est dérivable fois sur

2) approximation local d’une fonction par une fonction affine
Exemple f(x)=(1+ 2)c)3

Ona f'(x) = 3(1+2x)" -2

= 6 (1+2x)’



Donc  f'(0) =6

Etona f(0) =1

Ona f(x) =1+ 3(2x) +3(2x)" + (2x)
=1+ 6x + 12x° + 8%’

=1+ 6x + x(12x + 8x7)
= £(0) +/'(0)(x-0) + (x—0)(12x + 8x)

On remarque que ling 12x + 8x° = 0

Doncsi x ettrés prochede0 lavaleur de 12x + 8x° est négligeable
Donc au voisinagede 0 (x) = 1 + 6x

Onpose u(x) =1+ 6x

La fonction u s’appelle la fonction affine tangente a /' en x, =0
Propriété et définition

Soit / une fonction définie sur un intervalle (/) ouvert centre en i,

On dit que la fonction est dérivable en si et seulem i il existe un on définie sur (I )

telque. Vxel f(x) =ax + b + o(x)( w%c lim ¢ (x)=0

La fonction u définie sur R par

Est appelée la fi ngente a /' en x,

Remarque

La courbe représentatif de la fonction a tangente a (é f) au point d abscisses x,

2) la dérivée de la fonction iproele
1-derivee du composée




Propriété

Soit /' une fonction définie sur un intervalle / . x, e/
et ¢ une fonction définie sur J tel que f (I ) cJ
.Si f est dérivable en x, et g est dérivable en f (xo) =y, alors gof estdérivable enx,
Etona (gof)'(x,)=g'(/(x,)) x/'(x,)
Si f est dérivable sur / et g est dérivable surJet f (I ) cJJ
. Alors gof estdérivable sur [

Etona Vxel ; (gof)'(x)= g'(f(x)) x f'(x)

Applications
Calculer la dérivée des fonctions suivante

1- f(x)= cos(2x+%J -1

VxeR f'(x)= COS'(2X+%) X (2x+£j‘

= -2 sin(2x+£J
2

2-f(x)= cos(ax+b) = f'(x) =
= —a sin(ax+b)

3-g(x)=f(ax+b)

g'(x) =f"(ax+b) - (ax+b)'

=a - f'(ax+b)
4/ (x)= ()

On pose u(x)=+/x
Donc [

S

Soit / une fonction continue monotone sur / et f ([ ) =J
f Admet une fonction réciproque /™' définie sur f(1)=J
Si f estdérivablesur / et /' estdérivable sur f (I ) =J

Alors VxeJ ; (fof‘l)' (x) =1

Done £ (7 (%)) x (£7) (x) =1




Et en déduit que VxeJ ; (f(fl))' (x) =

71 ()
Remarque
Xo =S (yo) ; f(xo) =W
Y 1
(f ) (yo) f'(xo)
Propriété

Soit /' une fonction continue monotone sur Pintervalle [

Si la fonction f est dérivable enx, et f'(x,)#0

Alors f~' estdérivableen y,=f(x,) et (ffl)' (%)

. ox,el

xo

Si la fonction f est dérivable sur Pintervalle / et Vxe/; f x

Alors f~' est dérivable sur f(1)=J

Application
La dérive de la racine n nieéme

On considére la fonction / définie sur R”

Remarque

et pour tout xde J .

Q®




Exemple
1-f(x) = Jx

1

=X
i
vxeR, ; f'(x) = % - x?
I |
Zx% 2x
2-f(x) = fx =
1 2
vxeR, ; f'(x) = % X = % x3
11
3x§ 33

En général

1-VreQ"
VxeR’ (x“)' =rx"

2-si est dérivable sur /
Et pour toutxde / ; /(x)>0

re@;(fr)' = r /7 (x) x f'(x)

Exemple




Exercices sur le nombre dérivé

La courbe & ci-contre est la représentation

graphique d’une fonction f* et la droite 7 est la

tangente a € au point d’abscisse 4.

1°) Déterminer graphiquement la valeur de I’image de

4 par f.

2°) Déterminer graphiquement le coefficient directeur

de T'; en déduire la valeur du nombre dérivé de fen

4.

4\

I

La courbe & ci-contre est la représentation graphique

d’une fonction /" et la droite 7 est la tangente a & au point

R

A d’abscisse —1.

N

1°) Déterminer graphiquement la valeur de I’image de — 1
par f.

2°) Déterminer graphiquement le coefficient directeur de

T ; en déduire la valeur du nombre dérivé de fen— 1.

La courbe & ci-contre est la représentation graphique d’une
fonction f et la droite 7 est la tangentea i
d’abscisse 2.

déduire la valeur du

N

&~

E La courbe & ci-contre est la représentation graphique

d’une fonction /" et la droite 7 est la tangente a & au point A

d’abscisse 1.

&~

Déterminer graphiquement :

™

- la valeur de I'image de 1 par f;

- la valeur du nombre dérivé de fen 1.




E La courbe & ci-contre est la représentation graphique d’une

y
fonction f'dérivable en O et la droite 7T est la tangente & & au point A \
d’abscisse 0. \
Déterminer graphiquement
- la valeur de I’'image de O par f; 2
- la valeur du nombre dérivé de fen 0.
+ \
ﬁ
J
0

o




