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 الــــــدوال  اللـوغـاريـتـمـيــــة 
  

I- دالــة اللـوغـاريتــم النبيـــري :  
 

 : تمهيــــد -1

  .I  ،  تقبل دالة أصلية على المجالIأن آل دالة متصلة على مجال نعلم 
)ونعلم ان الدالة الأصلية للدالة   )r{ }
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x x6على المجال    *
1r   بحيث  \+ Q∈ − :    هي الدالة−

1

    
1

rxx C
r

+⎛ ⎞
+

+⎝ ⎠
6

  الدالة :

⎜ ⎟.  

1x ولدينا
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
6*   .  إذن هذه الدالة تقبل دالة أصلية\+  متصلة على  

11  : وبما أن  x−=

 1= −

x
    

   r   : فإن

  .فإنه لايمكن استعمال التقنية السابقة لتحديد دالة أصلية لهذه الدالة 
  

 : فـــتعري -2

1x للدالة   دالة الأصليةال
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
6* \+   على  

( )Log

  ونرمز لها بــدالـة اللـوغـاريتــم النبــري    تسمى  1  والتي تنعدم في  

   .  ln   أو 
  

  : استنتــاج

( ) 1-      ln 1   0=

  ( )

 

2-    * 1  ;      ln'   x x +∀ ∈ =\

*

x

   النبري متصلة على اللوغاريتم  دالة -3 .\+

*دالة اللوغاريتم النبري تزايدية قطعا على   -4
+\

*,x y

. 

5-            +∀ ∈\

  ln   ln           

 

   x y x y= ⇔ =

           ln   ln

  

   x y x y⇔; ;

ln1  0=

  

   : لدينا -6
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          ln   0x x 1  : إذن ⇔≺ ;

    1        ln   0x x

  

    0 ⇔≺ ≺ ≺  
  
  : تطبيـــق

  :  في الحالات التاليةfحدد مجموعة تعريف الدالة 

( ) ( 1-    ) (  ln 1   ln 3 )f x x x= − + − 

     { }3−      0x /     و;  1  0fD x x= ∈ −\ ;  

}  : إذن } 3x /           و  ≻    1x x\ ;= ∈  

                      ] [  1 ,  3fD =

2-    

  
  

( ) ( )  ln 1f x x= −

 {
 

          }   /  1   0f x= ∈ −\ ;D x  

                     ] [  ,  1∞

( )

= −  

3-      
1

xf x
x

=
−

 

  
  

[    : إذن [ ] [   ,  0   1 ,  fD = −∞ ∪ +∞  
  

   : اتـــخاصي -3

3-1 :    ( )*,    ;      ln   ln   lnx y xy x+∀ ∈ = +\ y  

   : برهــان   

y    : نضع    a=  

)    :   دالة حيثuو     ) ( )  ln ax=u x  

)      : لدينا    ) ( )'    ln'a ax=u x  

         1  a
ax x

( )

= =  

'1    : وبما أن      xln
x

=

ln

  

1x    دالتين أصليتين للدالةx  و u  : فإن   
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟  
⎝ ⎠
6

 ( )   ln   x C u  : بحيث C   يوجد عدد حقيقي : إذن    x = +  
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)    : إذن    ) ( ) ln   ln   ax x Cu x = = +

 :  

  

)نوبما أ    )1   ln   0  Cu a= = +
  a C

  
ln   : فإن     =  
)   : إذن     )  ln   lnx a x= +u a  

  
)    : ومنه    )*,    ;      ln   ln   lnx y xy x y+∀ ∈ = +\  

3-2 :    * 1  ;      ln   lnx x
x+∀ ∈ = −\  

   : برهــان   

x          : الدين    *
+∀ ∈    \

 0  ln1  ln x
x

= =  

1ln   x
x

⎛ ⎞= ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 1ln   lnx
x

= +  

*    : إذن    1  ;      ln   lnx x
x+∀ ∈ = −\  

  

3-3 :    
*,    ;      ln   ln   lnxx y x y

y+∀ ∈ = −\  

  
3-4 : n∀    *,     ;      ln    lnnx x n x+∈ ∀ ∈ =` \    

   : برهــان   

0n =
0   ln1  0x

من أجل       
        ln  = =

0 ln
  

           x=  

1=
 1 ln

من أجل     n  
         1ln  x x=    

2=
2   ln   ln

من أجل     n  
        ln  x x x= +

2 ln
  

                  x=  
  

ln   : نفترض أن       lnnx n x=  

)    : ونبين أن    )1   1  lnnln x n x+ = +

1   ln   n n

  

ln     : لدينا     x x+x = ×

ln   lnn

  

              x x= +

 ln   lnn x x

  

             = +  
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                ( )1  lnn x= +

  *,     ;      ln    lnrr x x r x+∀ ∈ ∀ ∈ =_ \

  

,*   :   وبالتالي        ;      ln    lnnn x x n x+∀ ∈ ∀ ∈ =` \
         

  
:   3-5  

   : برهــان   

   pr    : نضع   
q

=

 r y    : و    x=  

     : إذن   
p
qy x=

 q p

  

y    : إذن    x=

  lnq p

  

       ln y x=

 ln    lnp x

  

      q y =  

       ln    lnpy x
q

=  

    : إذن   
       ln    lnrx r x=  

  
   
    : حــالات خــاصـــة   

\*  من xلكل       + :  

           1ln    ln
2

x x=  

           3 1   ln
3

xln x=  

           1   lnxln n x
n

=    

  

( ) lnf x    المعرفة بــfدراسة الدالة  -4 x= 

  : فــة التعريـع  مجمو: 4-1

    ] [ * 0 ,    fD += +∞ = \

  ;      ln 2    ln 2nn n=`
lim  2   n

n→+∞

  
  
  :   النهــايـــات: 4-2

  : تمهيـــد  
  ∀     : لدينا  ∋
      = +∞

2  0;

lim   ln2  
n

n
→+∞

  

   ln   : و  

=    : إذن   +∞  

    : ومنه  
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      lim  ln   
x

x
→+∞

= +∞  

    

x  لنحسب -
0

lim  ln
x +→

 

x 1    : نضع
t

=  

      ( )  ( )  0         x t+→ ⇔ → +∞  

         
0 0

1lim  ln   lim  ln
x t

x
t+ +→ →

=

        lim   ln   
t

t
→+∞

  

     = − = −∞  

    : إذن
     

0
lim   ln   
x

x
+→

= −∞  

  
  

  :   الفرعيــن الانهـائييــن: 4-3

li    : دينال  
0

m   ln   
x

x
+→

= −∞  

  .fA  محور الأراتيب مقرب لــ  : إذن  

lim    : ولدينا     ln   
x

x
→+∞

= +∞  

xlnlim  لنحسب  -   
x x→+∞

*

 

u :   بــ\+  الدالة المعرفة على  u  : لتكن   x   ( )    lnx x= −

( ) 1    : لدينا   1'   1    x −u x
x x

= − = 

  
         ( )1   1u =  

)    : إذن )*                           1u x+x∀ ∈      ≥\
)    : إذن )*                           0x u+\ ;

*                     ln   0x x+ −\ ;
 ln

x∀ ∈  

∀x    : إذن ∈  
x     : إذن  x;*x            +∀ ∈  \

     : إذن
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 lnx x*x ;           +∀ ∈  \

1    : إذن ln   
2

x x≺*x        ;         +∀ ∈  \
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ln    : إذن x x2  
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x x
≺*x         ;          +∀ ∈  \

ln    : إذن 2  x
x

[ [ 0  
x

≺ ≺ ;         1,x +∞

 

∀ ∈  

2lim    : وبما أن    0
x x→+∞

=  

lnlim    : فإن    0
x

x
=

x→+∞
  

lnlim      : إذن    0
x

x
x→+∞

=  

  

) : إذن )  fA

)    : لدينا   )

  . يقبل فرعا شلجميا اتجاهه محور الأفاصيل
  
  

  : ةــالرتاب   : 4-4
* 1    ,                   ln'     0x x

x+ =\ ;∀ ∈  

* متصلة وتزايدية قطعا على  f  الدالة : إذن  
+\.  

* تقابل من f  : إذن  
+\\   .  نحو 

\∋1  : وبما أن  
*

  
1e   \+فإنه يوجد عدد حقيقي وحيد من    =

 2,718e �
  .ln   حيثe  ونرمز له بــ 

      : بحيث  
    
  : fرات ــدول التغيــج  

  

  
  : تقعــــرال   : 4-5

)    : لدينا   ) 2

1  'f x −
=*x    ;  +∀ ∈  

x
\

)    : إذن   )   0x ≺*x ''f    ;  +∀ ∈  \

)  : إذن     )fA

( )

  .مقعـــر 
  
  
   .1ة ــاس في النقطــة الممــادلـمع   : 4-6

'1    : لدينا     1     1
1

ln = =  
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      : إذن    
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1

lnm    1
1x

xli =
x→ −

  

A   هــي1فـي    معادلة المماس لــ  : إذن      f:  

          
( ) 1 1   0

    1
y x
y x
= − +

= −
  

 
  

   
  

1x       :  نضع  -5  لــبالنسبة  t= −

  

  

     ( )  ( ) 0           1x t→ ⇔ →

  

  

      ( )
0 1

ln 1 lnm    lim    1
1x t

x t
x t→ →

+
li = =

−
  

  

x 1    : نضع   -6  بالنسبة لــ
t

=  

     ( )  (   )  0           x t+→ ⇔ → +∞  
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          : إذن
0

1 1lim   ln   lim   ln
tx

x x
t t+ →+∞→

=

 

  

           ln lim  
t

t
t→+∞

0

= −  

                =  
 : مـــتعمي -5

)نعتبر الدالة المعرفة بــ
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 :  ( ) ( ))  lnf x U x=  

  : fمجموعة تعريف الدالة 
        { }( )   /   0f fD U x= ∈ ;

( )

D x  
  

  : النهايــات

      

( )

( )
( )

0

0

0

lim  ln   

lim            ln
lim    0

x x

x x

x x

U x

U x U x
U x

→

→

→

=⎧ +∞
⎪⎪
⎨= +∞ ⇒

=⎪
⎪⎩

( )

    

              

( )( )
( ) ( )

( )( )
( )

0

0 0

0

lim  ln   

lim    0          lim   ln   0

ln 1  
lim   1

x x

x x x x

x x

U x

U x U x U x

U x
U x

→

+

→ →

→

= −∞

=

 

⇒ =

+
=

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

( )

    

  

          
( ( ))
( )0 0

ln
lim    1         lim    1

  1x x x x

U x
U x

U x→ →
⇒ =

−

⎧⎪
⎨
⎪⎩

=      

  
  : fة ـالدال ةـمشتق

  .I  قابلة للاشتقاق وموجبة قطعا على U إذا آانت

( ) ( )( ) ( )3
  ;    '   ln'    'x I f x U x U∈ = × x∀      

            ( )
( )
'

 
U x
U x

=  

  
    

)    -1  : مثــال )( ) 2 ln 1f x x= +

( )

  

      2

2'   
1

xf x =
x +

  

  
  2-  ( )   f   lnx x=  

     1طـ  
( )

( )
'

'   
x

f x  =
x
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                 1
2x

=  

  
       2طـ

)    : لدينا     )
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1  ln
2

f x x=

( )

  

              1'   
2

f x
x

=

( )

  

  
3-    ( )24 ln 1f x x= +

        

  

    ( )21  ln 1
4

x= +

( )

  

2    : إذن  

1 2'    
4 1

xf x =
x +

  

              
( )2

 
2 1

x
x

=
+

  

  
  

  : فــتعري

uuقابلة للاشتقاق على دالة    .  ولا تنعدم 

u'الدالة  
u

u.   للدالة  المشتقة اللوغاريتمية  تسمى     على  I

  
  

  : اجــاستنت

)الأصلية لل الدوال )
( )

 دالة  
'

  
u x

x
u x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)   دوالـهــي ال  6 ) ⎜ ⎟         ln   u x C∈ +\ 6C x  

  
    : ملاحظــة  

        
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

0             ln  

'
                        '   

u x f x u x

u x
f x

u x

⇒ =

⇒ =

;

    
( )

  

  

  
( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )

0             ln  

' '
                        '     

u x f x u x

u x u x
f x

u x u x

⇒ = −

−
⇒ = =

−

≺
  

  
)  : تــ  إذا آان: إذن ) ( )f   ln  x u=

( )

x  

)      : فإن   )
( )
'

'   
u x

f x
u x

=  

  
  : مثــال
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( )       2 ln  3 1f x x x= − +

( )

  

       2

2   3    '   
 3   

xf x
1x x

−
⇒ =

− +
  

  : تطبيقــات

  : 1تمريــــن 

  :  في الحالات التاليــةfحدد مجموعة تعريف الدالة 
1-    ( ) ( ) ln 2 1f x x= −

 

  

       { }  /  2 1  0fD x x= ∈ −\ ;  
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1 /    
2

x x⎧ ⎫= ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

\ ;  

                1   ,  
2fD ⎤ ⎡= +∞⎥ ⎢⎦ ⎣

( )

  

  

2-    1  
ln

f x
x

=

      

  

   { }   / ln  و  0  0f x xD x= ∈ ≠\ ;  

          { }1x /     و   ≠  0x x= ∈\ ;

    

  

[     : إذن   [ ] [  0 ,  1   1 ,  fD = ∪ +∞

  

  

3-  ( )f  lnx x=  

      {  fD    }ln 0     وx ≥     /  0x x= ∈\ ;
              { }1x / و       ≤  0x x= ∈\ ;  

             [ [  1 ,  fD = +∞

( )
  

4-    2 1  lnf x x= −

1e

  
  : ملاحظــة    

ln    : لدينــا =  
\a  .  مــن   لكل : إذن

ln   a      a e  =  
ln   : إذن    ae a=  

  
  
}    : لدينــا }* 2   /  1 ln   0fD x x+= ∈ − ≥\

  

  

) : ولدينا )  ( )( )21  ln   1  ln 1  lnx x x− = − +

  ln   0          ln   1  ln
                                 

  

    
1 x x e

x e
− = ⇔ = =

⇔ =
  

  

        

11  ln   0          ln   1  ln
1                                 

x x e

x
e

−+ = ⇔ = − =

⇔ =
  



www.0et1.com          الأستاذ محمد الرقبة 

www.0et1.com
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  1  ,  fD e
e
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

 ( )

  

  

5-   ln   1  
ln   1

xf x
x
+

=
−

  

  
  

[      : إذن [1  0 ,     ,  fD e
e

⎤ ⎤= +∞⎥ ⎥⎦ ⎦
∪  

  : 2تمريــــن 

1-    ( )ln   ln 1   ln 6x x+ + =  

      }1x /  }    و     ;−  0x x\ ;fD = ∈    

                   ] [ 0 ,  = +∞  
  

    ( )1  ;               ln(   1 )  ln 6fx D E x x⇔ ⇔ × + =
2      6x x

∀ ∈  

          ⇔ + =
2      6  0x x

  
           ⇔ + − =

 25

  
  

Δ    : لدينا   =
 3

  
1x   : إذن    = −2  2x   =  و  
0x     : وبما أن   ;
}    : فإن   } 2S =  

  
2-    2ln   3 ln    2  0x x− + =  

[    : لدينا   [  0 ,  fD = +∞

 lnX x

  

  =    : نضع  

)    : إذن   ) 2
2       3   2  0E X X⇔ − + =  
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 9  8  1Δ =    : لدينا   − =  

1x    : إذن  
3  1   1

2
−

= 2أ    و=
3  1    2

2
x +

= =

  1

  

ln    : إذن    x ln     2x    أو    = =

x     : إذن   e=     2    أو  x e=  

}    : إذن   }2  ,  S e e=   

  
3-   ( )  3  :   ln   ln    2  0E x x+ − =

 

  

       { }*  /  ln   0fD x x+= ∈ ≥\

        

  

        { }*  /  1x x+= ∈ ≥\  

                  [ [ 1 ,  = +∞  

ln  : نضع     x X= 0X ≥

 2    2  0X X

    حيث   

+   : إذن   − =

 1  8  9

  

Δ    : لدينا   = + =  

3  1    : إذن  
2

  X − +
  3  1  أو  =

2
X − −

=

 1

  

        X 2X    أو  = = −

2  0

  

−  : وبما أن   ≺

 1

  

X    : فإن   =  

ln    : إذن     1x =  

      ln   1x =  

ex     : أي   =  

}    : إذن   } S e=  
  : 3تمريــــن 

  : لنحسب النهايــات

1-    
( )2ln 1

 
x
lim

x
x→+∞

+

  

    

    

2 2
2 2

1 1ln  1 ln   ln 1
lim      lim  
x x

x x
x x

x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠=  

             
2

1ln 1
ln  lim   2   

x

x x
x x→+∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= +

 0

  

               =  
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( ) ( )
( )
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2-       
ln 1 1lim

ln 1
lim         

1x x

x x
x x

x
x →+→+∞ ∞

+ +
⋅

+
+

=

 1X x

  

=    : نضع   +

( )
  

      : إذن  
ln 1 lnlim      lim    0

1x X

x X
x X→+∞ →+∞

+
= =

+
  

1lim                    : و      1
x

x
x→+∞

+
=  

)             : إذن   )ln 1
lim    0
x

x
x→+∞

+
=  

3-   ( )2

0 0
lim   ln    lim    ln

xx
x x  x xx

++ →→
=

        0 0 0 

  

     = × =  

bis :  3-     ( )
0

2

0

2l  lim   ln    im   ln
xx

x x x x
+ +→→

=  

          ( )22

0
  lim   ln

x
x x

+→
=  

       ( )22

0
  lim  2   ln

x
x x

+→
=  

        ( )2

0
  lim  4  ln

x
x x

+→

 0

=  

                  =  

    4-    ( )
0

1

0
 limlim   ln     lnn

x

n

x
x xx x x

+ +

−

→→
=

 0

  

           =  

bis :  4-   n∈  ،  `(( ) )0 0
 lim   lim   ln  n  ln

x

nnn n

x
x xx x
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x x n X X
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  : مثـــال
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n من أجل  -5 =،     2lnlim  nx

x
x→+∞
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ln 1
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x x
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x→−∞ →−∞
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              ( )xln
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aللأســاس دالــة اللـوغـاريتــم                     

a
{

  :  
  : عريــــفت

  .1  عددا حقيقيا موجبا قطعا ومخالفا للعدد لتكن 
    }*  1 a +∈ −\  

  lnالدالة   
ln

xx
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

6aloga

( )

  .ونرمز لها بــ  .   اســم للأســاريتـوغـة اللـدال   تسمى  

xlnlog    : أي أن   
lna x

a
=  

  : مثـــال

1-       ( )2
lng   
ln 2

xlo x =

( )

  

2-    lnlog     ln
lne

xx x
e

= =

( )

  

3-      10
lnlog   
ln10

xx =  

  : ملاحظـــة
   (  )g   1a a =lo  
  : خاصيــات

\  من  وxل لك -1

( )
 : y*

+

( ) ( )g   log   loga alo axy x= + y  

( ) (g   log   loga a a
x )lo x y
y

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

    ( )1g    loga alo
x

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  x

x لكل  -2 :   من*
+\

n`
r_

   ، من ولكل 
   ، من ولكل 
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a alo x n x=  

       ( ) ( )log    logr
a ax r x=

loga

a

  
  

    ةــــة الدالــدراس

)لتكن  ) (
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fالدالة المعرفة بــ   :  )  loga af x x=  

  : مجموعة التعريــف
      ] [  0 , aD = +∞  

  
  : النهـايـــات

1a    : 1الحالـة  ;
( )lim  log   ax
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→+∞
= +∞  

( )
0

lim  log   a
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+→

= −∞
  

0  : 2 لـةالحا 1a≺ ≺  
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⎝ ⎠

  

 

 
 
 

  : ةــائيـروع اللانهــالف
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( )     : لدينا
0

lim  log   ax
x

+→
= +∞

 :  0x

  

)إذن )ـارب لــ   مقـ=( )fA.  

)    : ولدينا )log ln 1lim    lim    0
ln

a

x x

x x
x x a→+∞ →+∞

= ⋅ =  

) إذن ) :  + A يقبل فرعا شلجميا اتجاهه محور الأفاصيل بجوار f∞.  
  
 

 : يــل المبيانــالتمثي

  
  : حالــة خاصــة    

10a  إذا آانت  =
10loglog   .   ونرمز لها بــدالـة اللوغــاريتــم العشــري،    تسمى  فإن الدالة  

  
  : اجــاستنت

1-   lo   10g   1=
2-    

10
                    log   xx x∀ ∈ =\  

3-    ( )*,   ;    log   log   logx y xy x+ = +\ y∀ ∈  

4-    log   log   logx x y
y

= −  

  

  : ملاحظــة
   *   ;   x y+  ∀ ∈ ∀ ∈\ \

log             10yx y x= ⇔ =

  
 


